
 L
a identifi cación de lugares geométricos será el hilo conductor de la unidad, los alumnos aprenderán a describir carac-
terísticas de los lugares geométricos más usuales.

Al inicio de esta unidad se presenta el concepto de lugar geométrico y se repasar ejemplos de lugares geométricos 
que los alumnos conocen de cursos anteriores: la mediatriz de un segmento y la bisectriz de un ángulo. Es importante que 
el alumno recuerde los contenidos relativos a lugares geométricos que estudió en cursos anteriores para poder comprender 
y utilizar contenidos más complejos.

Se trabaja la descripción de las cónicas como lugares geométricos, para profundizar después en sus características. Final-
mente, se determinan las posiciones relativas entre una cónica y una recta.

La metodología se ha diseñado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitirán al alumnado avanzar hacia 
los resultados de aprendizaje de más de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matemática y competencias básicas en ciencia y tecnología (CMCT) a lo largo de toda la 
unidad. A través del conocimiento de los lugares geométricos, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el razona-
miento lógico-matemático y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo partícipes a los alumnos de las ventajas que tiene 
recurrir a los medios informáticos. 

Especial interés tienen las actividades propuestas con GeoGebra a lo largo de los epígrafes, así como las actividades interac-
tivas del test de autoevaluación que se encuentra al fi nal de la unidad.

A través de la incorporación del lenguaje matemático a la expresión habitual de los alumnos, se fomenta la competencia 

en comunicación lingüística (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos matemáticos que los alumnos han de 
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomía de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con efi cacia los resultados de la 
resolución de cualquier actividad, reto o problema. 

Las competencias sociales y cívicas (CSC) se desarrollan en el área de Matemáticas mediante la aceptación de otros puntos 
de vista en la resolución de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver 
de diferentes formas, representaciones gráfi cas de lugares geométricos diferentes, etcétera; para trabajar con los alumnos el 
hecho de que distintas soluciones pueden ser igualmente válidas. El reconocimiento y valoración de las aportaciones ajenas 
enriquece el aprendizaje. 

Temporalización

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque deberá adaptarse a las necesidades de los 
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son: 

 ❚ Definir y comprender el concepto de lugar geométrico.

 ❚ Definir las cónicas como lugares geométricos.

 ❚ Conocer y comprender los conceptos de excentricidad, eje radical de dos circunferencias y eje radical de tres circunferen-
cias.

 ❚ Expresar las ecuaciones de las cónicas y conocer el signifi cado de sus coefi cientes.

 ❚ Determinar las posiciones relativas entre una cónica y una recta.

Atención a la diversidad 

Con el fi n de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de 
ampliación que podrán utilizarse como alternativa o complemento a las que fi guran en el libro del alumno. 

LUGARES GEOMÉTRICOS 
Y CÓNICAS7
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P R O G R A M A C I Ó N  D E  L A  U N I D A D

Contenidos Criterios de evaluación Estándares de aprendizaje evaluables Competencias clave

Lugar geométrico 1. Manejar el concepto de lugar geométrico en 

el plano.

1.1. Conoce el significado de lugar geométrico.

1.2. Reconoce los lugares más usuales en geometría plana así 

como sus características.

CMCT 

CL

CAA

CSC

Circunferencia

Definición

Ecuación

Casos particulares

2. Identificar la circunferencia como lugar 

geométrico, estudiar su ecuación y analizar sus 

propiedades métricas.

2.1. Reconoce la circunferencia como lugar geométrico, así 

como sus características.

2.2. Estudia la ecuación de la circunferencia y conoce el 

significado de sus coeficientes.

2.3. Estudia posiciones relativas de una circunferencia y una 

recta.

CMCT 

CL

CAA

Elipse

Definición

Ecuación

Casos particulares

Excentricidad de la elipse

3. Identificar la elipse como lugar geométrico, 

estudiar su ecuación y analizar sus propiedades 

métricas.

3.1. Reconoce la elipse como lugar geométrico, así como sus 

características.

3.2. Estudia la ecuación de la elipse y conoce el significado de 

sus coeficientes.

3.3. Estudia posiciones relativas de una elipse y una recta.

3.4. Realiza investigaciones utilizando programas 

informáticos para estudiar las características que definen una 

elipse.

CMCT 

CD

CL

CAA

Hipérbola

Definición

Ecuación

Casos particulares

Excentricidad de la hipérbola

Asíntotas de la hipérbola

Hipérbola equilátera

4. Identificar la hipérbola como lugar geométrico, 

estudiar su ecuación y analizar sus propiedades 

métricas.

4.1. Reconoce la hipérbola como lugar geométrico, así como 

sus características.

4.2. Estudia la ecuación de la hipérbola y conoce el significado 

de sus coeficientes.

4.3. Estudia posiciones relativas de una hipérbola y una recta.

4.4. Realiza investigaciones utilizando programas 

informáticos para estudiar las características que definen una 

hipérbola.

CMCT 

CD

CL

CAA

Parábola

Definición

Ecuación

Casos particulares

5. Identificar la parábola como lugar geométrico, 

estudiar su ecuación y analizar sus propiedades 

métricas.

5.1. Reconoce la parábola como lugar geométrico, así como 

sus características.

5.2. Estudia la ecuación de la parábola y conoce el significado 

de sus coeficientes.

5.3. Estudia posiciones relativas de una parábola y una recta.

5.4. Realiza investigaciones utilizando programas 

informáticos para estudiar las características que definen una 

parábola.

CMCT 

CD

CL

CAA

114 Geometría



MAPA DE CONTENIDOS DE LA UNIDAD
PARA EL PROFESOR PARA EL ALUMNO

Actividades de refuerzo
Actividades de ampliación

Prueba de evaluación

Presentación de la unidad 
Repasa lo que sabes

1. Lugar geométrico

2. Circunferencia
• Definición
• Ecuación
• Casos particulares

3. Elipse
• Definición
• Ecuación
• Casos particulares
• Excentricidad de la elipse

4. Hipérbola
• Definición
• Ecuación
• Casos particulares
• Excentricidad de la hipérbola
• Asíntotas de la hipérbola
• Hipérbola equilátera

5. Parábola
• Definición
• Ecuación
• Casos particulares

EJERCICIOS RESUELTOS

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

EVALUACIÓN
Actividades interactivas. Test 
de autoevaluación

GeoGebra. Elipse

GeoGebra. Hipérbola

GeoGebra. Parábola
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Repasa lo que sabes (página 177))

1. Calcula los vectores de los siguientes pares de puntos.

a) A(2, 3) y B(1, 3) c) A(1, 5) y B(2, �1)

b) A(� 2, �3) y B(0, 3) d) A(�5, �2) y B(�1, 4)

a) A�B� � O�B� � O�A�� (1, 3) � (2, 3) � (�1, 0)

b) A�B� � (0, 3) � (�2, �3) � (2, 6)

c) A�B� � (2, �1) � (1, 5) � (1, �6)

d) A�B� � (�1, 4) � (�5, �2) � (4, 6)

2. Calcula el módulo de los siguientes vectores.

a) a� � (5, �3) c) c� � (2, �6)

b) b� � (4, �3) d) d� � (5, �12)

a) |a�| � �52 � (��3)2� � �25 � 9�� �34�
b) |b�| � 5

c) |c�| � �40�
d) |d�| � 13

3. Calcula el producto escalar y el ángulo de estos vectores.

a) a�� (12, 0) y b�� (4, 3) c) a�� (2, 7) y b�� (�7, 2)

b) a�� (1, 0) y b�� (2, 5) d) a�� (11, 3) y b�� (�3, 11)

a) (12, 0) � (4, 3) � 12 � 4 � 0 � 3 � 48

� � arccos� �� arccos��
4

6

8

0
��� 36° 52’ 11,63”

b) (1, 0) � (2, 5) � 2

� � arccos� �� 68° 11’ 54,93”

c) (2, 7) � (�7, 2) � 0

� � arccos� �� 90°

d) (11, 3) � (�3, 11) � 0

� � arccos� �� 90°

4. Determina la distancia entre cada uno de los siguientes pares de puntos.

a) P(2, 3) y Q(1, 3)

b) P(0, 0) y Q(4, 3)

c) P(1, 2) y Q(4, 2)

a) d(P, Q) � �(1 � 2�)2 � (3� � 3)2� � 1 u

b) d(P, Q) � �(4 � 0�)2 � (3� � 0)2� � 5 u

c) d(P, Q) � �(4 � 1�)2 � (2� � 2)2� � 3 u

5. Calcula la distancia entre el punto (2, �1) y cada una de las siguientes rectas.

a) 3x � 2y � 10 � 0

b) x � 3y � 5 � 0

c) y � 5

a) d(P, r) � � �
�

6

13�
� u

b) d(P, r) � � 0, P pertenece a la recta.

c) d(P, r) � �
��

�
1 �

12�
5�

� � 6 u 

�2 � 3 � (�1) � 5�
��

�12 � (��3)2�

�3 � 2 � 2�(�1) � 10�
���

�32 � 2�2�

0
��
�130� � �130�

0
��
�53� � �53�

2
��
�1� � �29�

48
���
�144 ��0� � �16 � 9�
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Actividades (páginas 179/194))

Halla la mediatriz del segmento cuyos extremos son los

puntos A(1, �1) y B(�3, 4).

�(x � 1�)2 � (y� �1)2� � �(x � 3�)2 � (y� � 4)2�
⇒ �8x � 10y � 23 � 0

Calcula la bisectriz del ángulo formado por las rectas 

r: 3x � 4y � 10 � 0 y s: 5x � 12y � 2 � 0.

�
3

�
x

3

�

2 �

4y

(

�

��4

1

)

0
2�

�� ��
5x

�
�

52

1

�

2y

1�
�

22�
2

�

⇒ 13(3x � 4y � 10) � �5(5x � 12y � 2)

Las ecuaciones de las bisectrices son:

x � 8y � 10 � 0 y 8x � y � 15 � 0

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cu-

ya distancia al origen es el triple que la distancia a la recta

6x � y � 4 � 0.

�x2 � y2�� �3 ��
�
6x

62

�

�

y

(��
�

1

4

)2�
�

⇒ 287x2 � 28y2 � 432x � 72y � 108xy � 144 � 0

Dada la recta de ecuación r: 7x � 2y � 4 � 0 y el punto

P(�3, 2), determina las coordenadas de un punto Q sabien-

do que la recta r es la mediatriz del segmento PQ.

4

3

2

1

El segmento PQ, debe ser perpendicular a la recta r, por tanto
PQ � k(7, 2). Además, d(P, r) � d(Q, r).

Sean (a, b) las coordenadas del punto Q, Q(a, b):

(a � 3, b � 2) � k(7, 2) ⇒ �
d(P, r) � � �

�
2

5

1

3�
�

d(Q, r) ��
�7�

�
a

7

�

2 �

2 �

(��
b

2

�

)2�
4�

�� �
7a �

�
2

5

b

3�
� 4

�

Así, 7a � 2b � 4 � 21

Resolviendo el sistema:

�
Se obtiene: k � �

4

5

2

3
�; a � �

1

5

3

3

5
� y b � �

1

5

9

3

0
�

Las coordenadas de Q son: Q��
1

5

3

3

5
�, �

1

5

9

3

0
��

Sabiendo que el punto de intersección de dos rectas r y s es

P(9, �2) y una de sus bisectrices es la recta de ecuación 

2x � 5y � 8 � 0, halla la ecuación de la otra bisectriz.

La otra bisectriz será perpendicular a la conocida, por tanto
su ecuación será de la forma 5x � 2y � C � 0, sustituyendo el
punto P(9, �2), tenemos:

5 � 9 � 2 � (�2) � C � 0 → C � �49, la ecuación pedida es 
5x � 2y � 49 � 0.

Determina la ecuación que cumplen los puntos del plano

cuya distancia a P(�3, 5) es 4.

�(x � 3�)2 � (y� � 5)2� � 4 

⇒ x2 � 6x � 9 � y2 � 10y � 25 � 16 

⇒ x2 � y2 � 6x � 10y � 18 � 0

Calcula la ecuación de una circunferencia de centro C(�1, 5)

y radio 7.

(x � 1)2 � (y � 5)2 � 49 ⇒ x2 � y2 � 2x � 10y � 23 � 0

Calcula las coordenadas del centro y el radio de la circunfe-

rencia cuya ecuación es: x2 � y2 � 4x � 8y � 16 � 0

m � �2a ⇒ �4 � �2a ⇒ a � 2

n � �2b ⇒ 8 � �2b ⇒ b � �4

p � a2 � b2 � R2 ⇒ �16 � 4 � 16 � R2 ⇒ R � 6

Así, C(2, �4) y R � 6.

Dada la circunferencia x2 � y2 � 10x � 6y � 47 � 0, calcula

la ecuación de otra concéntrica con respecto a ella que:

a) Tenga radio 2. b) Pase por el punto (5, �7).

a) m � �2a ⇒ �10 � �2a ⇒ a � 5

n � �2b ⇒ 6 � �2b ⇒ b � �3

p � a2 � b2 � R2 ⇒ p � 25 � 9 � 4 � 30 ⇒ R � 6

La ecuación de la circunferencia es:

x2 � y2 � 10x � 6y � 30 � 0

b) La ecuación será de la forma: x2 � y2 � 10x � 6y � p � 0,
imponemos que la circunferencia pase por el punto (5, �7)
y tenemos: 25 � 49 � 50 � 42 � p � 0 ⇒ p � 18

La ecuación de la circunferencia es:

x2 � y2 � 10x � 6y � 18 � 0

9

8

7

6

5

a � 7k � 3

b � 2k � 2

7a � 2b � 25

�7�(�3) � 2 � 2 � 4�
���

�72 � (��2)2�

a � 7k � 3

b � 2k � 2

Sugerencias didácticas. Recursos TIC)

Elipse (página 183)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una elipse. Mo-
viendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la elipse
como el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias
es constante. El deslizador de color verde permite modificar la
longitud del eje focal para ver otras elipses y comprobar la mis-
ma propiedad con ellas.

Hipérbola (página 187)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una hipérbola.
Moviendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la hi-
pérbola como el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia
de distancias es constante. El deslizador de color verde permite
modificar la longitud del eje focal para ver otras hipérbolas y
comprobar la misma propiedad con ellas.

Parábola (página 193)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una parábola.
Moviendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la pa-
rábola como el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de una recta y de un punto. El deslizador de color verde permite
modificar el parámetro p para ver otras parábolas y comprobar la
misma propiedad con ellas.

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO
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Calcula las coordenadas del centro y el radio de la circunfe-

rencia de ecuación 4x2 � 4y2 � 10x � 5y �1 � 0.

En primer lugar se debe dividir toda la ecuación entre 4:

x2 � y2 � �
5

2
�x � �

5

4
�y � �

1

4
� � 0

m � �2a ⇒ ��
5

2
� � �2a ⇒ a � �

5

4
�

n � �2b ⇒ �
5

4
� � �2b ⇒ b � ��

5

8
�

�
1

4
� � ��

5

4
��

2

� ���
5

8
��

2

� R2 ⇒ R � �
�1

8

41�
�

Por tanto: C ��
5

4
�, ��

5

8
�� y R � �

�1

8

41�
�

Calcula la ecuación de una circunferencia cuyo centro esté

sobre el eje de abscisas, y la de una circunferencia que ten-

ga su centro sobre el eje de ordenadas.

Si la circunferencia tiene su centro sobre el eje de abscisas las
coordenadas de este serán de la forma C(a, 0) y su ecuación:

x2 � y2 �2ax � a2 � R2 � 0

Si la circunferencia tiene su centro sobre el eje de ordenadas
las coordenadas de dicho centro serán de la forma C(0, b) y su
ecuación:

x2 � y2 �2by � b2 � R2 � 0

Calcula la ecuación de una elipse centrada en el origen, de

semieje mayor 10 y distancia focal 12.

Sabemos que en una elipse se cumple:

a2 � b2 � c2 ⇒ 100 � b2 � 36 ⇒ b � 8

La ecuación de la elipse es:

�
1

x

0

2

0
� � �

6

y

4

2

� � 1

Calcula la ecuación de una elipse de excentricidad 0,4 y 

semidistancia focal 2.

Dado que e � �
a

c
� ⇒ 0,4 � �

a

2
� ⇒ a � 5

Como a2 � b2 � c2 ⇒ 25 � b2 � 4 ⇒ b2 � 21

La ecuación de la elipse es:

�
2

x

5

2

� � �
2

y

1

2

� � 1

Calcula la excentricidad de cada una de las elipses cuyas

ecuaciones son las siguientes:

a) �
8

x

0

2

� � �
2

y

0

2

� � 1

b) �
1

x

8

2

� � �
y

9

2

� � 1

c) �
2

x

5

2

� � �
4

y

9

2

� � 1

a) Como a2 � b2 � c2 ⇒ 80 � 20 � c2 ⇒ c2 � 60

e � �
�
�

6

8

0�
0�

� � �
�

2

3�
�

b) Como a2 � b2 � c2 ⇒ 18 � 9 � c2 ⇒ c2 � 9

e � �
�
�

1

9�
8�

� � �
�

1

2�
� � �

�
2

2�
�

c) Esta elipse tiene el eje mayor vertical, como a2 � b2 � c2

⇒ 49 � 25 � c2 ⇒ c2 � 24

e � �
�
�

2

4

4�
9�

� � �
2�

7

6�
�

14

13

12

11

10 Calcula el eje mayor, el eje menor, las coordenadas de los

vértices y de los focos y la excentricidad de la elipse de

ecuación:

�
2

x

5

2

� � �
1

y

6

2

� � 1

Teniendo en cuenta que a2 � b2 � c2 y que e � �
a

c
� entonces:

25 � 16 � c2 ⇒ c � 3

Obtenemos:

Eje mayor � 10, eje menor � 8, A(5, 0), A’(�5, 0), B(0, 4),
B’(0, �4), F(3, 0) y F’(�3, 0), e � 0,6.

Calcula la ecuación de una hipérbola centrada en el origen

cuyo eje real es 20 cm y cuya distancia focal es 32 cm.

Como c2 � a2 � b2 ⇒ 162 � 102 � b2 ⇒ b2 � 156

�
1

x

0

2

0
� � �

1

y

5

2

6
� � 1

Determina la ecuación de una hipérbola de excentricidad

1,4 y semidistancia focal 7.

Dado que e � �
a

c
� ⇒ a � 5; c2 � a2 � b2 ⇒ 49 � 25 � b2

⇒ b2 � 24

�
2

x

5

2

� � �
2

y

4

2

� � 1

Calcula la excentricidad de la hipérbola cuya ecuación es la

siguiente:

�
8

x

0

2

� � �
2

y

0

2

� � 1

c2 � a2 � b2 ⇒ c2 � 80 � 20 � 100 ⇒ c � 10

e � �
�

1

8

0

0�
� � �

�
2

5�
�

Calcula el eje real, el eje imaginario, las coordenadas de los

vértices y de los focos, y la excentricidad de la hipérbola de

ecuación:

�
2

x

5

2

� � �
1

y

6

2

� � 1

Dado que c2 � a2 � b2 y que e � �
a

c
�, tenemos:

Eje real � 2a � 10, eje imaginario � 2b � 8, A(5, 0), A’(�5, 0),

F��41�, 0� y F’���41�, 0�, e � �
�

5

41�
�

Calcula las asíntotas de la hipérbola de ecuación:

�
3

x

6

2

� � �
4

y

9

2

� � 1

Las ecuaciones de las asíntotas de una hipérbola son:

y � � �
b

a
� x, en nuestro caso b � 7 y a � 6, por tanto:

y � �
7

6
� x y y � ��

7

6
� x

Dada la hipérbola cuyo semieje real es 10 y cuya distancia

focal es 20�2� , ¿puedes decir si es o no equilátera?

Todas las hipérbolas equiláteras tienen e � �2�, determinare-
mos la excentricidad de la que dice el enunciado:

e � �
10

1

�
0

2�
� � �2�

Podemos afirmar que esta hipérbola es equilátera.

Calcula el lugar geométrico de los puntos del plano que

equidistan de la recta x � �3 y del punto P(5, 0).

|x � 3| � �(x � 5�)2 � y2� ⇒ y2 � 16x � 16

22

21

20

19

18

17

16

15



1197. Lugares geométricos y cónicas

Calcula la ecuación de una parábola de foco F(3, �1) y di-

rectriz el eje de abscisas. Observa que esta parábola tiene

el eje paralelo al eje de ordenadas, es decir, es una parábo-

la vertical.

�(x � 3�)2 � (y� � 1)2� � y ⇒ y ��
�x2 �

2

6x � 10
�

Calcula el parámetro p de una parábola de ecuación 

y 2 � 2px con foco en el punto (1, 0).

p � 2

Ejercicios y problemas (páginas 197/198))

Lugares geométricos

Determina la ecuación del lugar geométrico de los puntos

del plano que equidistan de A(�1, 3) y B(7, �1).

Es una mediatriz de ecuación: 2x � y � 5 � 0

Calcula la ecuación del lugar geométrico de los puntos del

plano cuya distancia al eje de abscisas sea el doble que su

distancia al punto (1, 1).

y � 2 �(x �1)�2 � (y ��1)2� ⇒ 4x 2 �3y 2 �8x �8y �8�0

Determina la ecuación del lugar geométrico de los puntos

del plano cuya distancia a la recta y � �3 sea el cuadrado

de la distancia a la recta x � y � 1 � 0.

� y � 3 � ��x �

�
y

2�
� 1
��

2

⇒ x 2 � y 2 � 2xy � 2x � 5 � 0

�y � 3 � ��x �

�
y

2�
� 1
��

2

⇒x 2�y 2�2xy�2x�4y�7�0

Calcula el lugar geométrico de los puntos que equidistan

de las rectas 3x � 4y � 2 � 0 y 6x � 8y � 13 � 0.

Son las bisectrices de ecuaciones:

16y � 17 � 0, 4x � 3 � 0

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cuya

suma de distancias a los ejes de coordenadas es igual a 6.

|x| � |y| � 6

Circunferencia

Calcula la ecuación de una circunferencia:

a) De centro el punto C(1, 0) y radio 3.

b) De centro el punto C(�1, �2) y radio 5.

c) De centro el punto C(4, �4) y radio 4.

d) De centro el punto C(0, 0) y radio 2.

a) x 2 � y 2 � 2x � 8 � 0 c) x 2 � y 2 � 8x � 8y � 16 � 0

b) x 2 � y 2 � 2x � 4y � 20 � 0 d) x 2 � y 2 � 4 � 0

Halla las coordenadas del centro y el radio de las siguientes

circunferencias.

a) x 2 � y 2 � 18x � 9 � 0

b) x 2 � y 2 � 6x � 4y � 10 � 0

c) x 2 � y 2 � 4x � 10y � 33 � 0

d) 4x 2 � 4y 2 � 8x � 4y �14 � 0

a) C (9, 0) y r � 3�1�0�
b) C (�3, �2) y r � �3�
c) Esta ecuación no corresponde a una circunferencia, ya

que no hay ningún punto que cumpla sus condiciones.

d) C �1, ��
1

2
�� y r � �

�
2

1�9�
�

7

6

5

4

3

2

1

24

23 Dada la circunferencia x 2 � y 2 � 4x � 10y � 50 � 0, halla:

a) La ecuación de otra circunferencia concéntrica a ella de

radio 8.

b) La ecuación de otra circunferencia concéntrica a ella que

pase por el punto (2, 2).

a) x 2 � y 2 � 4x � 10y � 35 � 0

b) x 2 � y 2 � 4x � 10y � 20 � 0

Calcula la ecuación de una circunferencia que pasa por los

puntos A(0, �1), B(1, 2) y C(�3, 2).

Se deberá resolver el sistema:

�1 � 4 � m � n � p � 0
1 � 4 � m � 2n � p � 0
9 � 4 � 3m � 2n � p � 0

Se obtiene: m � 2, n � �2, p � �3

La ecuación de la circunferencia buscada es:

x 2 � y 2 � 2x � 2y � 3 � 0

Determina la ecuación de una circunferencia de centro

C(2, �1) y que es tangente a la recta 3x � 4y � 10 � 0.

El radio de la circunferencia será la distancia desde el centro
hasta la recta tangente:

r � � 4

En consecuencia, la ecuación de la circunferencia será:

(x � 2)2 � (y � 1)2 � 42 ⇒ x2 � y2 � 4x � 2y � 11 � 0

Sean la circunferencia x2 � y2 � 25 y una recta secante,

7x � y � 25 � 0. Calcula la ecuación de la mediatriz del seg-

mento determinado por la circunferencia y la recta.

En primer lugar, se deberán calcular los puntos de intersec-
ción de la circunferencia y la recta secante, resolviendo el 
siguiente sistema:

� x2 � y2 � 25
7x � y � 25 � 0

Se obtienen los puntos (4, �3) y (3, 4). La ecuación es:

�(x� �� 4�)2� �� (y� �� 3�)2� � �(x� �� 3�)2� �� (y� �� 4�)2�
Elevando al cuadrado, y agrupando, nos queda:

x � 7y � 0

Halla la ecuación de una circunferencia que pasa por el ori-

gen de coordenadas, tiene radio 4 y su centro está situado

en la bisectriz del segundo cuadrante.

Si el centro se encuentra en la bisectriz del segundo cuadran-
te, las coordenadas de este serán de la forma (�a, a); como
pasa por el origen de coordenadas:

(�a)2 � a2 � 16 ⇒ 2a2 � 16 ⇒ a � 2�2�
Las coordenadas del centro serán (�2�2� , 2�2�).

La ecuación de la circunferencia es:

x 2 � y 2 � 4�2�x � 4�2�y � 0

Calcula la ecuación de una circunferencia que pasa por el

origen de coordenadas, tiene su centro en la bisectriz del

primer cuadrante y cuyo diámetro es 4�2�.

Las tres condiciones nos permiten escribir:

� pasa por el origen ⇒ p � 0

� centro en la bisectriz ⇒ a � b 

� radio � 2�2� ⇒ a2 � b2 � (2�2�)2 � 0 ⇒ a � b � �2

Como el centro está en el primer cuadrante, sus coordenadas
son (2, 2), y la ecuación de la circunferencia:

x 2 � y 2 � 4x � 4y � 0

13

12

11

⏐3 � 2 � 4 � (�1) � 10⏐
���

�3�2 �� (��4�)2�

10

9

8
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Halla la ecuación de una circunferencia que pasa por los

puntos A(2, 1) y B(3, �3) y tiene su centro sobre la recta de

ecuación x � y � 5 � 0.

Se deberá resolver el sistema:

(2 � a)2 � (1 � b)2 � r 2

� (3 � a)2 � (�3 � b)2 � r 2

a � b � 5

Se obtiene:

a � �
5

1

3

0
� b � �

�

10

3
�

r 2 � �
1

1

2

0

5

0

8
�

Para la circunferencia, se obtiene:

10x 2 � 10y 2 � 106x � 6y � 156 � 0

Calcula la longitud de la cuerda común a las circunferencias

c1: x 2 � y 2 � 10 y c2: x 2 � y 2 � 10x � 0.

Los puntos de corte de las dos circunferencias se obtienen 
resolviendo el sistema:

� x 2 � y 2 � 10
x 2 � y 2 � 10x � 0

Se obtiene (1, 3) y (1, �3).

La longitud de la cuerda es: �(1� �� 1�)2� �� [3���(��3�)]�2� � 6

Los extremos de un diámetro de una circunferencia son los

puntos A(�4, 5) y A’(10, 9). Calcula la ecuación de esa cir-

cunferencia.

El centro de la circunferencia es el punto C(3, 7), y el radio,
la distancia de este a uno cualquiera de los extremos del 
diámetro:

r � �(3� �� 4�)2� �� (7� �� 5�)2� � �4�9� �� 4� � �5�3�
(x �3)2 � (y � 7)2 � 53  ⇒ x 2 � y 2 �6x � 14y � 5 � 0

Dada la circunferencia x 2 � y 2 � 25, determina las ecuacio-

nes de las rectas tangentes a esta que pasan por:

a) El punto P(3, �4).

b) El punto Q(0, 6).

a) El sistema � x 2 � y 2 � 25          
deberá tener una solución.

y � 4 � m(x � 3) 

x 2 � [m(x � 3) � 4]2 � 25 
⇒ x 2 (1 � m2) � (� 6m2 � 8m) x � 9m2 � 24m � 9 � 0

Imponemos que el discriminante de la ecuación de segun-
do grado anterior sea 0.

64m2 � 96m � 36 � 0 ⇒ m � �
3

4
�

La ecuación de la recta tangente es:

y � 4 � �
3

4
� (x � 3) ⇒ 3x � 4y � 25 = 0

b) El punto Q no pertenece a la circunferencia.

El sistema � x 2 � y 2 � 25 deberá tener una única solución.
y � 6 � mx    

Sustituyendo la segunda ecuación en la primera:

(m2 � 1)x 2 � 12mx � 11 � 0 ⇒ m � ��
�

5

1�1�
�

Las dos rectas tangentes son:

y � 6 � �
�

5

1�1�
� x

y � 6 � � �
�

5

1�1�
� x

17

16

15

14 Halla la ecuación de una circunferencia de centro C(2, 3)

tangente a la recta 4x � 3y � 6 � 0.

La distancia entre el centro de la circunferencia y la recta será
el radio de aquella:

r � �
|4

�
� 2

4

�

2 �

3

(

�

��
3

3

�

)2�
6|

�� 1

La ecuación de la circunferencia pedida es:

(x � 2)2 � (y � 3)2 � 1 ⇒ x 2 � y 2 � 4x � 6y � 12 � 0

Dada la circunferencia x 2 � y 2 � 16, calcula la ecuación de

la recta tangente a ella paralela a 2x � y � 3 � 0.

Si la recta ha de ser paralela a 2x � y � 3 � 0, deberá tener
una ecuación de la forma:

2x � y � C � 0

Además, esta recta deberá distar del centro de la circunferen-
cia una longitud igual al radio:

4 � �
|2 � 0

�
�

5�
0 � C|
�⇒ C � �4�5�

Existen dos rectas tangentes a la circunferencia:

r1: 2x � y � 4�5� � 0 y r2: 2x � y � 4�5� � 0

Halla las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia

x 2 � y 2 � 4x � 6y � 12 � 0 que sean:

a) Paralelas a la recta 3x � 4y � 10 � 0.

b) Perpendiculares a la recta 3x � 4y � 10 � 0.

a) La circunferencia tiene de centro el punto C (2, �3), y de
radio, 1.

La nueva recta debe ser paralela a 3x � 4y � 10 � 0, y 
deberá distar 1 del centro.

1 � ��
3 � 2

�
�

32

4

�

� (

(

�

��
3

4

)

)2�
� C

�⇒ �5 � 6 � 12 � C 

⇒ C � �13 y C � �23

Existen dos rectas paralelas a 3x � 4y � 10 � 0 tangentes a
la circunferencia:

3x � 4y � 13 � 0  y 3x � 4y � 23 � 0  

b) La nueva recta debe ser perpendicular a 3x � 4y � 10 � 0,
y debe distar del centro una unidad; es por tanto de la 
forma: 4x � 3y � C � 0

1 � ��
4 � 2

�
�

3�
3

2

�

���
(�

4�
3

2�
) � C

�⇒�5 � 8 � 9 � C

⇒ C � 6  y C � �4

Existen dos rectas perpendiculares a 3x � 4y � 10 � 0 y
tangentes a la circunferencia:

4x � 3y � 6 � 0  y 4x � 3y � 4 � 0  

Elipse

Calcula las ecuaciones de las elipses de las que se conoce:

a) b � 4 y c � 3

b) c � 9 y e � 0,2

c) 2c � 10 y a � 10

d) b � 5 y pasa por P(�2, 4).

a) �
2

x

5

2

� � �
1

y

6

2

� � 1

b) �
2 0

x2

25
� � �

1 9

y2

44
� � 1

c) �
1

x

0

2

0
� � �

7

y

5

2

� � 1

d) �
1

9

0

x

0

2

� � �
2

y

5

2

� � 1

21

20

19

18
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Determina los ejes, focos, vértices y excentricidad de las

elipses:

a) �
x

6

2

� � �
y

2

2

� � 1 b) 3x2 � 6y2 � 12

a) �
x

6

2

� � �
y

2

2

� � 1

a � �6�, b � �2�
Los vértices son:

A��6�, 0� , A’���6�, 0�, B�0, �2��, B’�0, ��2��
c2 � a2 � b2 � 6 � 2 � 4, c � 2

Los focos son: F(2, 0) y F’(�2, 0)

El eje mayor es: 2a � 2�6�
El eje menor es: 2b � 2�2�

La excentricidad es: e � �
a

c
� � �

�
2

6�
� � �

�
3

6�
�

b) 3x 2 � 6y 2 � 12

La elipse deberá escribirse de la forma siguiente:

�
x

4

2

� � �
y

2

2

� � 1  ⇒ a � 2 y b � �2�

Los vértices son:

A(2, 0), A’(�2, 0), B�0, �2��, B’�0, ��2��
c2 � a2 � b2 � 4 � 2 � 2  ⇒ c � �2�
Los focos son: F��2�, 0� y F’���2�, 0�
El eje mayor es: 2a � 4 

El eje menor es: 2b � 2�2�

La excentricidad: e � �
a

c
� � �

�
2

2�
�

Calcula la ecuación de una elipse centrada en el origen que

pasa por los puntos A(1, �1) y B(0, �4).

Imponemos que la elipse pase por estos puntos:
A(1, �1) y B(0, �4).

�
a

1
2� � �

b

1
2� � 1� �

1

b

6
2� � 1

⇒ b � 4, a2 � �
1

1

6

5
�

Por consiguiente, la ecuación de la elipse será:

�
1

1

5

6

x2

� � �
1

y

6

2

� � 1

Comprueba si el punto P��5�, 2�2�� pertenece a la elipse 

�
2

x

5

2

� � �
1

y

0

2

� � 1.

El punto pertenece a la elipse, ya que sustituyendo el punto
en la ecuación, cumple la igualdad:

�
��

25

5��
2

���
�2�

10

2��
2

�� 1

Dada la elipse �
2

x

5

2

� � �
1

y

0

2

� � 1, calcula las coordenadas de 

un punto de dicha elipse cuya ordenada es el triple que la

abscisa.

Imponiendo y � 3x, se obtiene:

�
2

x

5

2

� � �
9

1

x

0

2

� � 1  ⇒ 2x 2 � 45x 2 � 50  ⇒ x � �5��
4

2	7
�	

Los puntos que cumplen la condición pedida son:

P1 �5��
4

2	7
�	, 15��

4

2	7
�	� y P2 ��5��

4

2	7
�	, �15��

4

2	7
�	�

25

24

23

22
Calcula la ecuación de una elipse cuyos focos son F(2, 5) y

F’(2, �4), sabiendo, además, que a � 15.

�(x� �� 2�)2� �� (y� �� 5�)2� � �(x� �� 2�)2� �� (y� �� 4�)2� � 30 

⇒ �(x� �� 2�)2� �� (y� �� 5�)2� � 30 � �(x� �� 2�)2� �� (y� �� 4�)2�
Elevando al cuadrado se obtiene:

(x � 2)2 � (y � 5)2 � 900 � (x � 2)2 � (y � 4)2 �

� 60 �(x� �� 2�)2� �� (y� �� 4�)2�
⇒ �18y � 891 � �60 �(x� �� 2�)2� �� (y� �� 4�)2�
Elevando de nuevo al cuadrado y agrupando:

400x2 � 364y2 � 1 600x � 364y � 80 209 � 0

Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse de

ecuación �
1

x

6

2

� � �
y

5

2

� � 1 en el punto P(0, 6).

El punto no pertenece a la elipse.

El sistema  � �
1

x

6

2

� � �
y

5

2

� � 1  
deberá tener una única solución.

y � 6 � mx

�
1

x

6

2

� ��
(6 �

5

mx)2

�� 1  ⇒ m � ��
�

4

31�
�

Las ecuaciones de las rectas tangentes son:

y � 6 � �
�

4

3�1�
� x, y = 6 � �

�
4

3�1�
� x

Calcula la ecuación de las rectas tangente y normal a la

elipse 4x 2 � y 2 � 20 en el punto de abscisa 1 y ordenada

negativa.

Se calcula, en primer lugar, la recta tangente. El punto de tan-
gencia cuya abscisa vale 1 es: 4 � 1 � y2 � 20  ⇒ y � �4.

Al imponerse que la ordenada sea negativa, tenemos para el
punto de tangencia las coordenadas (1, �4).

El sistema � 4x 2 � y 2 � 20     ⇒ 4x 2 � [m(x � 1) � 4]2 � 20 
y� 4 � m(x �1) 

⇒ x 2
[4 � m2] �x(�2m

2
� 8m) � m

2
� 8m � 4 � 0

Imponemos que el discriminante se anule:

m
2
� 2m � 1 � 0 ⇒ m � 1

La ecuación de la recta tangente es de la forma:

(y � 4) � 1 (x � 1)  ⇒ x � y � 5 � 0

La ecuación de la recta normal tiene la forma: x � y � C � 0.
Como sabemos que pasa por (1, �4), se tiene que:

1 � 4 � C � 0  ⇒ C � 3

La ecuación de la recta normal es la siguiente:

x � y � 3 � 0

Calcula la ecuación de la recta tangente a la elipse, cuya 

ecuación es �
1

x

8

2

� � �
y

9

2

� � 1, por el punto P(6, 0).

El punto P(6, 0) no pertenece a la elipse.

La recta tangente a la elipse por el punto P(6, 0) será de la for-
ma: y � m(x � 6), y únicamente deberá tener con esta un
punto en común. Planteamos el sistema:

��
1

x

8

2

� � �
y

9

2

� � 1

y � m(x � 6) 
sustituyendo: � � 1

se obtiene: x2 (1 � 2m2) � 24m2x � 72m2 � 18 � 0

Para que el discriminante sea 0, m � �1/�2�.

Las dos rectas tangentes son:

y � �
�

1

2�
� (x � 6), y � ��

�
1

2�
� (x � 6)

[m(x � 6)]2

��
9

x2

�
18

29

28

27

26
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Hipérbola

Halla los ejes, focos, vértices y excentricidad de las siguientes 

hipérbolas:

a) �
2

x

5

2

� � �
y

9

2

� � 1

b) x 2 � 3y 2 � 18

c) x 2 � y 2 � 25

a) Ejes: a 2 � 25  ⇒ a � 5  ⇒ 2a � 10
b 2 � 9  ⇒ b � 3  ⇒ 2b � 6

Focos: c2 � a2 � b2 � 25 � 9 � 34 ⇒ c � �3�4�
Focos: ⇒  F(�3�4� , 0) y F’(��3�4� , 0)

Vértices: A(5, 0), A’(�5, 0)

Excentricidad: e � �
�

5

3�4�
�

b) Ejes: a2 � 18  ⇒ a � �1�8� � 3�2� ⇒ 2a � 6�2�
Ejes: b2 � 6  ⇒ b � �6� ⇒ 2b � 2�6�

Focos: c2 � a2 � b2 �18 � 6 � 24 ⇒ c � �2�4�
Focos: ⇒  F(�2�4� , 0) y F’(��2�4� , 0)

Vértices: A(3�2�, 0), A’(�3�2� , 0)

Excentricidad: e � �
�
3�

2�
2�
4�

� � �
2�

3

3�
�

c) Ejes: a2 � 25  ⇒ a � 5  ⇒ 2a � 10 
b2 � 25  ⇒ b � 5  ⇒ 2b � 10 

Focos: c2 � a2 � b2 � 25 � 25 � 50

Focos: ⇒ c��5�0� �5�2� ⇒ F(5�2�, 0) y F’(�5�2�, 0).

Vértices: A(5, 0), A’(�5, 0)

Excentricidad: e � �
�

5

5�0�
� � �2�

La excentricidad es �2�, ya que la hipérbola es equilátera.

La hipérbola �
2

x

5

2

� � �
x

b2

2

� � 1 pasa por �3�5�, �2�. Halla su 

ecuación.

Sustituimos el punto �3�5�, �2� en la ecuación de la hipér-
bola para obtener el valor de b:

�
�3�

25

5��
2

�� �
b

4
2� � 1  ⇒ 20b2 � 100  ⇒ b2 � 5

La ecuación de la hipérbola es:

�
2

x

5

2

� � �
y

5

2

� � 1

Halla la ecuación de una hipérbola equilátera cuya distan-

cia focal dé 8�2�. Calcula sus ejes, focos, vértices y excentri-

cidad.

a2 � b2 � 32  ⇒ dado que a � b ⇒ 2a2 � 32  ⇒  a2 � 16

La ecuación de la hipérbola es:

�
1

x

6

2

� � �
1

y

6

2

� � 1 

Ejes: a2 � 16  ⇒ a � 4  ⇒ 2a � 8
b2 � 16  ⇒ b � 4  ⇒ 2b � 8

Focos: c2 � a2 � b2 � 16 � 16 � 32  ⇒ c � 4�2� ⇒

Focos: ⇒  F(4�2�, 0) y F’��4�2�, 0�
Vértices: A(4, 0) y A’(�4, 0)

Excentricidad: e � �
a

c
� � �

4�
4

2�
� � �2�

32

31

30

Determina el ángulo que forman las asíntotas de la hipér-

bola de ecuación 11x 2 � 7y 2 � 77.

a2 � 7  ⇒ a � �7� b2 � 11  ⇒ b � �1�1�
Las ecuaciones de las asíntotas son:

y ���
1

7	1
�	 x y � ���

1

7	1
�	 x

El vector director de la primera asíntota es �1, ��
1

7

1
�	� y el de la 

segunda, �1, ���
1

7

1
�	�.

El ángulo que forman las rectas es:

cos � � � �
2

9
�

⇒ � � arc cos  ��
2

9
��� 77° 9’ 37,48”

El eje imaginario de una hipérbola mide 16 cm, y sus asín- 

totas son y � �
4

5
�x e y � ��

4

5
�x. Calcula la ecuación de la hi- 

pérbola, sus ejes, focos, vértices y excentricidad.

�
b

a
� � �

4

5
� � �

a

8
� ⇒ a � 10

La ecuación de la hipérbola es:

�
1

x

0

2

0
� � �

6

y

4

2

� � 1

Ejes: 2a � 20, 2b � 16

Focos: c2 � a2 � b2 � 164  ⇒ c � �1�6�4� � 2�4�1�
⇒ F (2�4�1�, 0) y F’(�2�4�1�, 0)

Vértices: A(10, 0), A’(�10, 0)

Excentricidad: e � �
a

c
� � �

2�
10

4�1�
� � �

�
5

4�1�
�

Dada la hipérbola 4x 2 � 10y 2 � 24, calcula las coordenadas

de un punto del tercer cuadrante cuya abscisa sea el doble

que la ordenada. Determina las ecuaciones de la recta tan-

gente y de la recta normal a dicha hipérbola que pasan por

este punto.

Las coordenadas del punto cumplirán: P(2y, y)

Sustituyendo en la ecuación de la hipérbola:
16y2 � 10y2 � 24  ⇒  6y2 � 24  ⇒  y1 � 2, y2 � �2

El punto del tercer cuadrante, siendo la abscisa el doble que
la ordenada es, P(�4, �2).

El sistema:

� 4x 2 �10y 2 � 24
y� 2 � m(x � 4)

deberá tener solución única.

4x 2 � 10[m(x � 4) �2]2 � 24 � 0

x2[4 � 10m2] �x(�80m2 � 40m) � (�160m2 � 160m � 64) � 0

La ecuación deberá tener discriminante cero.

1 600m2 � 2 560m � 1 024 � 0 ⇒ m ���
4

5
�

La ecuación de la recta tangente:

y � 2 � �
4

5
� (x � 4)  ⇒  4x � 5y � 6 � 0

La recta normal tendrá de pendiente y’ �� �
5

4
�, y su ecuación es:

y � 2 � � �
5

4
� (x � 4)  ⇒  5x � 4y � 28 � 0

35

34

⏐1 � 11/7⏐
���
�1� �� 1�1�/7� � �1� �� 1�1�/7�

33
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Si la ecuación de una hipérbola es x � y � 1, ¿cuáles son las

ecuaciones de sus asíntotas? ¿Y la ecuación de su eje focal?

¿Cuánto vale el eje real? ¿Cuáles son las coordenadas de los

focos? ¿Y las coordenadas de los vértices?

Esta hipérbola es equilátera referida a sus asíntotas; por 
tanto, estas son: x � 0  e y � 0.

El eje focal coincide con la bisectriz del primer y tercer 
cuadrantes, y su ecuación es: y � x.

La hipérbola referida a sus asíntotas tiene como ecuación

x � y � �
a

2

2

�, en nuestro caso, �
a

2

2

� � 1  ⇒ a � �2�, luego el eje real

vale 2�2�.

Teniendo en cuenta que deben tener la ordenada igual que
la abscisa, las coordenadas de los vértices serán:

2x2 � ��2��
2

⇒ x � �1  ⇒ A(1, 1) y A’(�1, �1) 

Dado que la hipérbola es equilátera, c � �2�a � 2; las coor-
denadas del foco serán (x, y), con x � y:

2x 2 � c2 � 4 ⇒ x � ��2�
Las coordenadas de los focos son, F��2�, �2�� y F’���2� , ��2��.

Dada la ecuación de la hipérbola:

x 2 � 6y 2 � 24

calcula n para que y � 3x � n sea una de sus tangentes.

El sistema:

�x2 � 6y2 � 24
y � 3x � n 

deberá tener solución única.

x2 �6(3x � n)2 �24  ⇒ �53x2 �36nx � (24�6n2)�0

El discriminante de esta ecuación deberá ser 0:

1 296n2 � 212 (24 � 6n2) � 0 ⇒ n � �2�5�3�
Determina la ecuación de la recta tangente a la hipérbola 

de ecuación �
x

4

2

� � �
y

2

2

� � 1 en el punto P (6, 0).

El punto P(6, 0) no pertenece a la hipérbola.

La recta tangente a la hipérbola por P(6, 0) será de la forma:
y � m(x � 6), y únicamente deberá tener con ésta un punto
en común. Planteamos el sistema:

� �
x

4

2

� � �
y

2

2

� � 1

y � m(x � 6)

Sustituyendo:

�
x

4

2

� ��
[m(x

2

� 6)]2

�� 1

Se obtiene:

x2 (1 � 2m2) � 24m2x � 72m2 � 4 � 0

Imponiendo que el discriminante sea 0, se obtiene:

256m2 � �16

En conclusión, observamos que no es posible trazar una
recta tangente a la hipérbola por el punto P(6, 0).

XO

Y

1

1 P

38

37

36 Parábola

Calcula la ecuación de las parábolas que tienen las siguien-

tes características:

a) La directriz es la recta x � �5, y el foco, el punto F(5, 0).

b) El vértice está en el origen de coordenadas, pasa por el

punto (5, 4) y su eje es el de abscisas.

c) El vértice está en el origen de coordenadas, pasa por el

punto (5, 4) y su eje es el de ordenadas.

d) El vértice está en el punto V(5, 4) y la directriz es la recta

x � 0.

a) Puesto que el foco está sobre el eje de abscisas, y el origen
equidista del foco y de la directriz, se trata de una parábo-
la de la forma: y2 � 2px. El parámetro es 10, y la ecuación
de la parábola: y2 � 20x

b) La parábola será de la forma: y2 � 2px

Si pasa por (5, 4), entonces: p � 8/5

La ecuación de la parábola es: y2 � 16x/5

c) La parábola será de la forma: x2 � 2py

Si pasa por (5, 4), entonces: p � 25/8

La ecuación de la parábola es: x2 � 25y/4

d) La ecuación será de la forma: (y � y0)2 � 2p(x � x0) 
⇒ (y � 4)2 � 2p(x � 5)

Como la distancia del vértice a la directriz es p/2 � 5 
⇒ p � 10, obtenemos:

(y � 4)2 � 20 (x � 5)

Halla la ecuación de una parábola cuyo foco es el punto 

(1, 1) y su directriz, la recta y � 2x.

�(x � 1)�2 � (y ��1)2� � �
�

⏐

2�
2
2

x

��
�

(��
y⏐

1�)2�
�

⇒ x2 � 4y2 � 10x � 10y � 4xy � 10 � 0

Calcula la ecuación de la tangente a la parábola y 2 � 6x en

el punto de coordenadas P(6, �6).

El sistema � y2 � 6x                    
deberá tener una única solución

y� 6 � m(x � 6)  

y2 ��
y � 6

m

� 6m
�� 6 ⇒ my2 � 6y �36(1 � m) � 0

Para que el discriminante sea 0, m � ��
1

2
�. Luego, la ecuación 

de la recta tangente es:

y � 6 � �
�

2

1
� (x � 6)  ⇒  x � 2y � 6 � 0

Calcula la ecuación de la tangente a la parábola y 2 � 10x � 30

en el punto P(1, 0).

El punto (1, 0) no pertenece a la parábola.

La recta y � m(x � 1) que pasa por el punto (1, 0) solo deberá
tener un punto en común con la parábola.

� y2 � 10x � 30  
⇒ [m(x � 1)]2 � 10x � 30

y � m(x � 1)

⇒ m2x 2 � (2m2 � 10)x � (m2 � 30) � 0

El discriminante deberá ser cero:

�80m2 � 100 � 0  ⇒  m � ��
�

2

5�
�

Las ecuaciones de las tangentes son:

y � �
�

2

5�
� (x � 1) , y � � �

�
2

5�
� (x � 1)

42

41

40

39
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Ejercicios de aplicación

Determina la posición relativa de la elipse de ecuación 

x 2 � 2y 2 � 3 y  la recta x � 2y � 1 � 0.

Resolviendo el sistema:

�x2 � 2y2 � 3
x � 2y � 1 � 0

se obtiene: (1 � 2y)2 � 2y2 � 3

⇒  3y2 � 2y � 1 � 0  ⇒  y1 � 1, y2 � ��
1

3
�

La recta y la elipse son secantes; los puntos de corte son:

P1(�1, 1) y P2��
5

3
�, � �

1

3
��

Halla la posición relativa de la elipse 4x2 � 9y2 � 36 y la cir-

cunferencia x2 � y2 � 25.

Resolviendo el sistema:

�4x2 � 9y2 � 36

x2 � y2 � 25

4(25 � y2) � 9y2 � 36 ⇒ 100 � 4y2 � 9y2 � 36
⇒ 5y 2 � �64

La circunferencia y la elipse no se cortan. Es conveniente 
reflexionar sobre el hecho de que comparando el eje mayor
de la elipse y el radio de la circunferencia se puede llegar a 
la conclusión de que la elipse es interior a la circunferencia.

Calcula la posición relativa de la circunferencia de ecuación

x 2 � y 2 � 25 y la recta 3x + 2y � 19 � 0.

Se plantea el sistema:

� x2 � y2 � 25

3x � 2y 2 � 19 � 0

y se observa que no tiene solución, luego la recta y la circun-
ferencia son exteriores.

45

44

43

Halla la posición relativa de la recta x � y � 3 � 0 y la elipse 

�
x

6

2

� � �
y

3

2

� � 1.

Se plantea el sistema:

��
x

6

2

� � �
y

3

2

� � 1

x � y � 3 � 0

Se obtiene la ecuación:

y2 � 2y �1�0

que tiene una única solución:

y �1

luego la recta y la elipse son tangentes en el punto P(2, 1).

Dadas las siguientes ecuaciones, identifica de qué cónica

se trata e indica sus elementos característicos:

a) x2 � y2 � 10x � 6y � 30 � 0

b) x2 � y2 � 10x � 6y � 25 � 0

c) (x � 5)2 � �
(y �

5

3)2

� � 1

d) 4x2 � 3(y � 7)2 � 12 � 0

e) �
x

8

2

� � �
y

2

2

� � 10

f) (y � 5)2 � 6(x � 1)

a) Circunferencia de centro C(5, �3) y radio 2.

b) No es una circunferencia.

c) Elipse centrada en el punto (5, 3) con el eje mayor vertical

�5� y el menor 1.

d) Hipérbola centrada en el punto (0, �7) con distancia focal

igual a 10 y la distancia entre los vértices 2�3�.

e) Hipérbola centrada en el origen con distancia focal igual a

20 y la distancia entre los vértices 2�80� � 8�5�.

f) Parábola con vértice en el punto (1, 5) de parámetro 3.

47

46
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Evaluación (página 199))

1. Halla, mediante la definición de lugar geométrico, la ecuación de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(1, 2) y

B(4, 5).

Utiliza el programa GeoGebra para comprobar la solución.

Dado P(x, y) perteneciente al lugar geométrico, se verifica que d(P, A) � d(P, B). Entonces:

�(x � 1)�2 � (y ��2)2� � �(x � 4)�2 � (y ��5)2� ⇒ x2 � 2x � 1 � y2 � 4y � 4 � x2 � 8x � 16 � y2 � 10y � 25 ⇒ 6x � 6y � 36 � 0
⇒ x � y � 6 � 0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:

� Insertamos los puntos A y B.

� Trazamos el segmento AB.

� Hallamos su punto medio y trazamos la mediatriz que pasa por ese punto.

� La ecuación se encontrará en la Vista Algebraica.

� Otra forma de hacerlo sería utilizando directamente la instrucción Mediatriz.

2. Calcula, mediante la definición de lugar geométrico, la ecuación de la bisectriz de las rectas 

r: 4x � y � 1 � 0

s: �x � 4y � 4 � 0

Comprueba con el programa GeoGebra la solución.

Sea P(x, y) perteneciente al lugar geométrico, se verifica que d(P, r) � d(P, s). Entonces:

�
|4

�
x �

16

y

�

�

1�
1|

���
|�

�
x �

1 �

4y

1

�

6�
4|

�� 4x � y � 1 � �(�x � 4y � 4) ⇒ �x � y � 1 � 0

x � y � 1 � 0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:

� Trazamos las rectas r y s.

� Hallamos las bisectrices mediante la herramienta Bisectriz.

� En la Vista Algebraica, salen las ecuaciones pedidas.

3. Determina la ecuación del lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto P(1, �1) tres unidades.

Verifica con el programa GeoGebra la solución.

Si Q(x, y) pertenece al lugar geométrico, entonces, se verifica que d(P, Q) � 3.

d(P, Q) � 3 ⇒ �(x � 1)�2 � (y ��1)2� � 3 ⇒ (x � 1)2 � (y � 1)2 � 9 ⇒ x 2 � y2 � 2x � 2y � 7 � 0

Para hallar la solución en GeoGebra se tendría que construir una circunferencia mediante la herramienta Circunferencia (centro,
radio).

4. Halla la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano si la suma de las distancias de los puntos P(1, 5) y Q(3, 5) es de

�5� unidades.

Construye mediante GeoGebra el lugar geométrico pedido.

Se toma un punto A(x, y) perteneciente al lugar geométrico, entonces, d(P, A) � d(Q, A) � �5�. Es decir:

�(x � 1)�2 � (y ��5)2� � �(x � 3)�2 � (y ��5)2� � �5� ⇒ (4x � 13)2 � 20 � [(x � 3)2 � (y � 5)2] ⇒ 4x2 � 20y2 � 16x � 200y � 511 � 0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:

� Situamos los puntos P y Q.

� Con la herramienta Circunferencia(centro, radio) trazamos dos circunferencias de radio 1 y �5� � 1 desde P y Q respectivamente.

� El punto de intersección de ambas circunferencias es un punto perteneciente a la elipse. Con la herramienta Elipse, hallamos la
cónica.

� La ecuación se encontrará en la Vista Algebraica.

5. Clasifica las siguientes cónicas y señala sus elementos característicos.

a) x2 � y2 � 5

b) x2 � 2y2 � 4

c) x2 � 3y2 � 9

d) y2 � 3x � 5

a) La cónica es una circunferencia de centro C(0, 0) y radio �5�.

b) Esta cónica es una elipse: x2 � 2y2 � 4 ⇒ �
x

4

2

� � �
y

2

2

� � 1 ⇒ �
2

x2

2� � �
��

y

2�

2

�
2�� 1

� Sus focos son F1���2�, 0� y F2��2�, 0�.

� Sus vértices son A1(�2, 0), A2(2, 0), B1�0, ��2�� y B2�0, �2��.

� Su excentricidad es: e � �
�

2

2�
�
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c) La cónica es una hipérbola: x2 � 3y2 � 9 ⇒ �
x

9

2

� � �
y

3

2

� � 1 ⇒ �
3

x2

2� � �
��

y

3�

2

�
2�� 1

� Los focos son F1(�2�3�, 0) y F2(2�3�, 0) y los vértices son A’(�3, 0) y A(3, 0).

� Su excentricidad es: e � �
2�

3

3�
�

d) La cónica es una parábola: y2 � 3x � 5 ⇒ y2 � 3�x � �
5

3
�� ⇒ y2 � 2 � �

3

2
��x � �

5

3
��

� El foco es F��
3

4
�, 0�.

� El vértice es V��
5

3
�, 0�.

6. Calcula la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 6), B(4, 10) y C(8, 6). Halla el centro y el radio de dicha cir-

cunferencia.

Para que los tres puntos pertenezcan a la circunferencia deben de satisfacer la ecuación: x2 � y2 � mx � my � p � 0

Por lo que imponiendo las condiciones del enunciado se llega a que la ecuación es x2 � y2 � 8x � 12y � 36 � 0 cuyo centro y radio
son C(4, 6) y 4.

7. Calcula la recta tangente a la circunferencia de ecuación x2 � y2 �8x � 8y � 28 � 0 por los puntos:

a) P(0, 4)

b) Q(4, 0)

a) El sistema �x2 � y2 � 8x � 8y � 28 � 0 
debe de tener una única solución y por ello el discriminante de (1 � m2)x2 � 8x � 12 � 0

y � mx � 4

tiene que ser cero. Los valores necesarios son m � ��
�

3

3�
�.

Por tanto las rectas tangentes serán:

y � �
�

3

3�
�x � 4 y y � ��

�
3

3�
�x � 4

b) El sistema �x2 � y2 � 8x � 8y � 28 � 0 
debe de tener una única solución y por tanto:

y � m(x � 4)

(1 � m2)x2 � 8(m2 � m � 1)x � 16m2 � 32m � 28 � 0 tiene que tener el discriminante nulo.

Los valores necesarios son m � ��3�. Por tanto las rectas tangentes serán:

y � �3�x � 4 y y � ��3�x � 4

8. Halla la ecuación de la elipse centrada en el punto A(�1, 3) con semieje mayor 10 u y excentricidad 0,6.

El centro es A(�1, 3), el semieje mayor es a � 10 y b2 � a2 � c2 � 100 � (0,6 � 10)2.

Así pues la ecuación quedaría:

�
(x

1

�

00

1)2

� ��
(y �

64

3)2

�� 1

9. Determina la ecuación de la hipérbola horizontal centrada en el origen con distancia focal 12 u y distancia entre los vértices de

10 u. Calcula además la excentricidad y sus asíntotas.

La distancia focal es 2c entonces, c � 6. La distancia entre los vértices es 2a por lo que a � 5. Usando la relación entre los semiejes
y semidistancia focal, se tiene que b2 � 11.

Entonces la ecuación quedaría como: �
2

x

5

2

� � �
1

y

1

2

� � 1

Su excentricidad es e � 1,2 y sus asíntotas serán: y � �
�

5

11�
�x e y � ��

�
5

11�
�x

10. Calcula la ecuación de la parábola cuyo foco es F(0, 2) y su directriz es la recta con ecuación y � �4.

Usando la definición de lugar geométrico se tendría la ecuación: �x2 � (y�� 2)2� � �y � 4�

Simplificando se llega a: y � �
1

1

2
�x2 � 1
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