& GEOMETRIA ANALITICA
EN EL PLANO

| estudio de la geometria analitica del plano serd el hilo conductor de la unidad, los alumnos aprenderan a trabajar con
ellay comprobaran su aplicacién en la vida cotidiana.

Al inicio de esta unidad se presentan los vectores y sus operaciones que los alumnos conocen de cursos anteriores, y
se introducen los conceptos de base y base candnica. A continuacion, se presenta una nueva operacién con vectores, el pro-
ducto escalar, asi como su interpretacion geométrica y sus propiedades. Es importante que el alumno recuerde conceptos
como vector unitario para poder comprender otros que se definen a partir de este, base ortonormal.

Se trabajan las diferentes ecuaciones de la recta en el plano para utilizarlas después al determinar rectas paralelas y otras
posiciones relativas entre rectas. Finalmente, se estudian las distancias de diferentes elementos del planoy las caracteristicas
que cumplen.

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitirdn al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT) a lo largo de toda la
unidad. A través del conocimiento de la geometria analitica del plano, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el
razonamiento légico-matematico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene
recurrir a los medios informaticos.

Especial interés tienen las actividades propuestas con GeoGebra a lo largo de los epigrafes, asi como las actividades interac-
tivas del test de autoevaluacion que se encuentra al final de la unidad.

A través de la incorporacion del lenguaje matematico a la expresidon habitual de los alumnos, se fomenta la competencia
en comunicacion lingistica (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos matematicos que los alumnos han de
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la
resolucion de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas (CSC) se desarrollan en el drea de Matematicas mediante la aceptacion de otros puntos
de vista en la resolucion de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver de
diferentes formas, el manejo de los conceptos relacionados con la geometria analitica del plano, etc.; para trabajar con los
alumnos el hecho de que distintas soluciones pueden ser igualmente vélidas. El reconocimiento y valoracion de las aporta-
ciones ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacion

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque deberd adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

I Manejar los vectores en el plano y operar con ellos.

I Reconocer bases y determinar bases ortogonales y ortonormales.

I Trabajar con el producto escalar y sus propiedades.

I Reconocer y manejar las diferentes ecuaciones de rectas en el plano.

I Determinar la posicion relativa de rectas en el plano, asi como distancias entre distintos elementos del plano.

Atencion a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podran utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.
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Distancia entre dos rectas

distancias entre distintos elementos del plano.

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables Competencias clave
Vectores 1.Conocer y manejar con precision los conceptos | 1.1.Establece correspondencias analiticas entre las e
Vector fijo y vector libre bésicos de la geometria analitica. coordenadas de puntos y vectores. (a0
Operaciones con vectores 1.2.Calcula la expresién analitica del médulo de un vector. CAA
Combinacidn lineal de vectores. 1.3.Distingue y maneja vectores fijos y vectores libres. (sC
Base 1.4.Realiza correctamente operaciones con vectores.
2.Comprender el concepto de base. 2.1.Reconoce el significado de combinacion lineal de dos

vectores.

2.2.Determina la independencia de vectores para llegar a

formar bases en el plano.
Producto escalar 3.Manejar la operacion de producto escalary sus | 3.1.Calcula la expresion analitica del producto escalar y ac
Un producto entre vectores: consecuencias. maneja sus propiedades. ()]
producto escalar 3.2.Comprende la interpretacién geométrica del producto (a0
Interpretacion geométrica del escalar. CAA
producto escalar 3.3.Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para comprender
Propiedades del producto escalar la interpretacién geométrica del producto escalar de vectores.
Determinacién del angulo que
forman dos vectores 4.Entender los conceptos de base ortogonal 4.1.Emplea las consecuencias de la definicion de producto
Expresién analitica del producto y base ortonormal. Distinguir y manejarse escalar para normalizar vectores, calcular el coseno de
escalar con precisién en el plano euclideo y en el un dngulo, estudiar la ortogonalidad de dos vectores o la
Expresién analitica del angulo plano métrico, utilizando en ambos casos sus proyeccion de un vector sobre otro.
entre dos vectores herramientas y propiedades. 4.2.Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para comprender

los conceptos de base ortogonal y base ortonormal.
Rectas en el plano 5.Interpretar analiticamente distintas 5.1.0btiene la ecuacion de la recta en sus diversas formas, ac
Ecuaciones de la recta situaciones de la geometria plana elemental, identificando en cada caso sus elementos caracteristicos. (O]
Rectas paralelas obteniendo ecuaciones de rectas, y utilizarlas 5.2.Reconoce y diferencia analiticamente las posiciones L
Posicidn relativa entre rectas para resolver problemas de incidencia. relativas de las rectas. CAA
Angulo formado por dos rectas. 5.3.alcula dngulos entre dos rectas.
Perpendicularidad 5.4.Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para estudiar

propiedades de la geometria analitica como determinar

ecuaciones de la recta o posiciones relativas entre ellas.
Distancias en el plano 6.Interpretar analiticamente distintas 6.1.Calcula la distancia entre dos puntos. aa
Distancia entre dos puntos situaciones de la geometria plana elemental, 6.2.Calcula la distancia entre un punto y una recta. Q)]
Distancia entre un punto y una obteniendo ecuaciones de rectas, y utilizarlas 6.3.(alcula la distancia entre dos rectas. (a0
recta para resolver problemas de cdlculo de distancias. | 6.4.Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para determinar | CAA
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Repasa lo que sabes (pagina 145)

1. Halla las raices de los siguientes polinomios.
a) px)=2x*—6x*—12x+ 16 b) qx)=x"—10x+9

a) Para hallar las raices de un polinomio cubico aplicamos la regla de Ruffini con los divisores del término independiente que en es-
te caso son: D(16) = {*1, =2, =4, £8, =16}

Las raices de este polinomio sonx=1,x = —2,x=4ya que:
2 —6 —12 16 2 —4 —16
2 —4 —16 — 4 16 4
0

2 —
‘2 —4 716\;0 \2 -8

b) En este caso, es una ecuacion bicuadrada por lo que se resuelve directamente: x* =

1

2 [o

10 +V/100 — 36 L [¢=9=x=13
2 X=1=x=*1
2. Calculalas soluciones de estas ecuaciones.

a) 3Vx—1= > b) log(x+7)—log(2x—4)=1—log (x—1) c) 2°—3-4=-44
x—1

8
a) 3-(xf1)=5:>x=§

+7 10 +7 10 =
b) Iog(zxx 4)—Iog( ) X = :>x2—14x+33—0:>{x 3
— x=

:> =
x—1 2x—4 x—1 11
=4=x=2

3.4 32+ 2 444 = 11
o 2°—3-4=44= 329 +2+44=0> 7= 11 3solucion

3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) 3x+ y+ z=5 b) x+y=5
2x— y+4z=5 X—y+z=7
—2x+3y— z=0 y+z=3
a) 3x+ y+ z=5 3x+y+z=5 x=1 b) x+y=5 x+y=5 x=14/3
2x— y+4z=5= y—2z=-5=4y=1 X—y+z=7=3{ —2y+z=2=1iy=—1/3
—2x+3y— z=0 7z=17 z=1 y+tz=3 3z=8 z=28/3

4. ;Como calcularias de manera no grafica el punto de interseccion de las rectas y = 3x — 6 e y = 2x — 5? Calcula dicho punto.
El punto de interseccion de estas dos rectas se puede hallar de forma no gréfica con un sistema de ecuaciones.

=3x—6
{y 2X s =3x—6=2x—5=x=1=y= —3 El punto de interseccién de estas dos rectas es (1, —3).
y=4X—
5. Resuelve estas ecuaciones trigonométricas, dando sus soluciones en el intervalo [0, 27).
X V2
a) sen|— |=—— b) tgx+m=0 c) sen x+—|=-1
2 2 2
X
a) —=—=X=— b) <) ™ 37
2 4 2 X+m=0=>x=—m x+?=7=>x=1-r
X 37 3 X+m=m=x=0
22 =2
2 4 2
6. Calcula el nUmero complejo w en cada caso sabiendo quez, =2+ 3iyz,=—1—i.
a) w=z,+z, b) w=2-2z,—-3-2,
a) w=z,+z,=Q2+3)+(—1—-N=1+2i b) w=2-2,—-3-2,=4+6i)—(—3—-3)=7+9i
7. Representa los siguientes nimeros complejos.
a) z=2+3i b) z=-2+3i c) z=2-3j d) z=-2-3i
a) b) c) d)
Im| Im| Im| Im|
1z 5L ] 1 1
T T T T o-- T T T IRe T T T T O-- T T T IRe T T T T | T T T IRe T T T T | T T T I/._\)e
T T T Z, z, T
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SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Combinacion lineal de vectores (pagina 148)

En el archivo de GeoGebra puede verse la representacion grafica
de una combinacién lineal de dos vectores segun los valores de
las componentes a y b. Moviendo los deslizadores correspon-
dientes se puede comprobar, mediante la regla del paralelogra-
mo, que la combinacidn lineal de los vectores resulta un uUnico
vector cuya direccién coincide con la de la diagonal del paralelo-
gramo determinado por ambos vectores. También pueden mo-
verse los extremos de los vectores y obtener asi otras combina-
ciones distintas.

Interpretacion geométrica del producto escalar (pagina 150)

En el archivo de GeoGebra aparece representado un par de vec-
tores y la proyeccion ortogonal de uno de ellos sobre el otro. Mo-
viendo los extremos de los vectores se obtiene la longitud de la
nueva proyeccioén en cada caso.

Distancia entre un punto y una recta (pagina 163)

En el archivo de GeoGebra se muestra, paso a paso, el método
geométrico para determinar la distancia entre un punto y una
recta. Puede ser interesante comprobar que se obtiene el mismo
resultado que utilizando el método analitico descrito en la uni-
dad. Moviendo el punto o la recta se obtienen nuevos ejercicios.

Rectas y puntos notables de un triangulo (pagina 167)

En el archivo de GeoGebra aparecen representadas las rectas y
los puntos notables de un tridngulo cualquiera. Activando las ca-
sillas correspondientes se observa cada tipo de recta y su rela-
cion con el tridngulo o entre si. Moviendo los vértices del trian-
gulo también pueden comprobarse las propiedades de estas
rectas y puntos notables segun el tipo de triangulo dibujado.

Actividades (paginas 148/164)

Hl Razona cuiles de estos pares de vectores son linealmente
independientes y, por tanto, constituyen una base de vecto-
res libres del plano. A continuacién, expresa w = (3, 1) como
combinacién lineal de las bases que hayas encontrado.

au,=(1,1)y u,=(0,2)
b)v,=(1/3,-1/2) y v,=(-2,3)

) z,=(-2,V33) y 7,=(-2V3,1)
de,=(1,2)ye,=(-21)

a) Son L.i. porque no son paralelos:

3=a
1=a+2b
=a=3yb= —1,porloquew =3u, — U,

(3, ) =a(1,1) + b(0, 2):>{

b) Son I.d. porque son proporcionales:

173 =172 ~ —
—= =—-1/6=v,= —Vv,/6

-2 3
¢) Son l.d. porque son proporcionales:

~2 =@:\/§/3 =7%,=\3%,/3
-2\/3 1
d) Son L.i. porque no son paralelos:
3=a-2b
1=2a+b
=a=1yb= —1,porloquew =¢, —¢€,.

(3,1)=a(1,2) + b(—2,1) :>{

H Indica cuales de los siguientes vectores son unitarios,
y de ellos, cudles tienen la misma direccién que el vector

v =(2,V5).

_ 2 5\ - ( 2 1)* ( 1 \/§>

a= __I_—Ib= —r e =N T T ),
3 35 55 27 2

3:(—1,2),3:(3 \G)

9" 9
Se calculan sus médulos y se obtiene que d y € son unitarios.
Los vectores'd y v tienen la misma direccion:

23 -53Vs o
———=————= ayv tienen la misma direccién.

Y

- V3
12, V3

R

= € yV no tienen la misma direccion.

E Calcula el producto escalar de los siguientes vectores de la

figura 6.8:
a) CB-CH b) AB-HC

a) CB-CH=2-V3-cos30°=3
b) AB-HC =2-V/3-cos 90° =0

B Dado el vectoru = (1, —\/5), determina el médulo del pro-

ducto escalar de v porV, si sabemos que la proyecciéon de v
sobre U es 3.

[G-v|=[]-V|=2-3=6

H Apartirded y b, tales que @1 =1b | y el 4ngulo (@, b) =

= 7/3 rad, calcula el dngulo (@, @ — b ). Puedes ayudarte de
su representacion grafica.

Como puedes ver en el dibujo, el angulo pedido es /3 rad.

I Calcula el producto escalar de los siguientes pares de

vectores.

a)ﬁ’=<1—\/§,?>y v=(V3-1,-6)
(ﬁ+1,—%>y v=(1-V2,1+V2)

3
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E’= (3x— 1,2y b = (7, 2 — x), calcula el valor de x si
‘b=

a~5):a1-b1+az-b2:(3x—1)-7—2~(2—x): 16
=19%—-3=16=>x=1

NV!

Identifica los vectores unitarios de entre los siguientes. En
el caso de que no lo sean, calcula el vector unitario que
tiene la misma direccion y sentido.

— 13
a)u= (4 4)
V3 V2

373
=(-4,-V2)
a) U no es unitario.

El vector unitario es u/lul = (1/\/ﬁ, 3/\/%).

b) V es unitario.

b) v=

c)w

¢) W no es unitario.

El vector unitario es w/Iw'| = (—2\/5/3, —1/3).
Calcula los angulos que forman los siguientes pares de
vectores.
a)v=3-4yw=(3/2-1)
b)v=(2,6)yw=(-7,1)

- —

vV 92+4

g-
a) cosa = = = a =19/44°
[al- vl 5.4/13/a
b) cosa =0V “14F6 . _10030°
o = o= B
[al- vl \/40-/50
Determina el valor de z, para que los vectoresu = (z, —3) y
v=(1,-2):
a) Sean paralelos.
b) Sean perpendiculares.
¢) Formen un édngulo de /4 rad.
d) Formen un angulo de /3 rad.
z -3 3
a) —=—=z=—
1 -2 2
b)z+6=0=>z= -6
z+6
c) cosm/d=———=2z=9,z= —1
\VZ+9-\/5
z+6
d) cos /3= ———r—=7=24+15\/3
VZ2+9-V5
Halla el angulo entre estos vectores.
a) i=22,1yv=0,3)
b) u=(-1,1y v=(23)
c) U=(=512yVv=(5)
a) cos u-v > = 45°
a = = o=
[al- vl \/§' V10
b) cos e = ——V = o = 82°1'43,74"
o= o= ,
CRZERY? w
5.7
c) cosa = = o =90°
@V /39-v/329
Comprueba que los vectores u =(—1,1)y v = (1, 1) for-

man una base ortogonal. Escribe de nuevo ambos vectores
para que sean una base ortonormal y calcula las coordena-

das del vectorZ = (\/5, 2\/5).

Para saber si dos vectores forman una base ortogonal el pro-
ducto escalar debe ser cero, ya que serian perpendiculares y

@ Geometria

ademas tendrian direcciones distintas, es decir, serian lineal-
mente independientes.

—

u-v=(=1,1-1,1)=0

Como el médulo de cada vector es /2, entonces, hay que di-
vidir ambos vectores por dicho modulo para normalizarlos y
asi obtener vectores de médulo uno. Por tanto:

1 \f\f
T=—-(—1,1=—5 =
V2 22
_ 1 V2 V2
v=—-0N0=(——7
V2 22

Asi pues, para hallar las coordenadas del vector en la base or-
tonormal, se calcula el producto escalar del vector por cada
vector de la base.

ﬁ-;:<—%£> (V2,2v2) =
V7= (\2f W) (V2,2v2) =3

Luego, las coordenadas del vector con respecto la base orto-
normal son 1y 3.

Determina tres puntos y un vector director de cada una de
las siguientes rectas.

a)[":_" AER

y=3+2A
b)3x—2y+7=0
) x+1 =u
2 -5
a) v = (—1,2); puntos: (0, 3), (—1,5), (2, —1)
b) v = (2, 3); puntos: (0, 7/2), (=7/3,0), (1, 5)
¢) v = (2, —5); puntos: (0, —1/2), (—1/5,0), (-1, 2)

Escribe, en forma general y paramétrica, la ecuacion de la
recta que pasa por el punto A(—1, 3) y es paralela al vector
vV =(-3,4).

Con los datos podemos escribir:

x+1 y— {X =—1-3\

3 T:>4x+3y75—0:> y=3+4\ S ANER

Dada la recta que pasa por los puntos A(—5, 8) y B(0, 3),
encuentra un vector que determine su direccion y calcula
su ecuacion general.

AB = (5, —5); por tanto un vector director de la recta es
(1, =1 ylaecuaciéondelarectaesx +y — 3 =0.

Determina qué ecuacion general corresponde a cada uno
de los ejes de coordenadas.

Eje de abscisas: v = (1, 0), un punto (0, 0), la ecuacion general
esy=0.

Eje de ordenadas: v = (0, 1), un punto (0, 0), la ecuacién
general es x = 0.

Dada la recta 3x + 2y — 3 =0, halla el valor de su pendien-
te. Después, averigua la ecuacion, en forma general, de
otra recta que tenga la misma pendiente y pase por el pun-
to P(4, 2). ;Qué se observa?

La pendiente es m = —3/2.

Otra recta paralela tiene por ecuacién general 3x + 2y + ¢ = 0.
Si contiene el punto (4, 2), entonces:
12+4+c=0=>c=-16

La ecuacion pedida es 3x + 2y + 16 = 0.



Se observa que los coeficientes de x e y de la ecuacién de la
nueva recta son iguales que los de la ecuacion de la recta ini-
cial, ya que ambas rectas son paralelas.

Escribe, en forma explicita, la ecuacion de la recta que cor-
ta el eje de ordenadas en y = 3 y el valor de cuya pendiente
es’7.

Sim=7yn =3, laecuaciénesy = 7x + 3.
Escribe, en forma explicita, la ecuacién de la recta que cor-
ta el eje de abscisas en el punto x=—2, y cuyo vector

director es v = (1, \/E) {Qué angulo forma con el eje de
abscisas?

m=%=\/§;0:\/§~(—2)+n:>n=2\/§
1

La ecuacién esy = V3x + 2\/5, y el dngulo es 60°, puesto
que tg 60° = \/§

¢Cual es la ecuacion explicita de una recta que pasa por el

. 1
punto (—2, 3) y cuyo vector director es v = (0, _E)?

Es un vector paralelo al eje de ordenadas, la ecuacién de la
recta que pasa por (—2, 3) con esa direccién es x = —2.
Dados los puntos A(—3/2,7) y B(1/2, 5):

a) Averigua un vector director de la recta que contiene Ay
B, y su pendiente.

b) Determina la ecuacion general de la recta, r, que contie-
neAyB.

¢) Escribe una ecuacion punto-pendiente de dicha recta.

d) Halla sus puntos de interseccién con los ejes de coorde-
nadas.

e) ;Describe larecta rla ecuacion (x, y) = (9/2, 1) + N(—1,1)?

a) AB=(2,—2),m=—1

b) 2x+2y—11=0

cy—7=—-1x+3/2)

d) (11/2,0),(0,11/2)

e) Si, (9/2, 1) perteneceary (—1,1) es paralelo a AB.

Escribe la ecuacién en forma continua de una recta que for-

ma un angulo de 30° con el semieje positivo de abscisas y
cuya ordenada en el origen es 1.

V3 _
m =1tg30° = T3 =V = (3, \/E) la ecuacion es: = = y-1

3\3
Una recta pasa por el punto de interseccion del eje de abs-
x
cisas y la recta de ecuacion rim % =1,y por el punto (1, =7).

Escribe su ecuacién en forma vectorial.

Puntos de la recta (4,0) y (1, —7), por lo que v = (3, 7).

La ecuaciones: (x, y) = (4,0) + N(3,7), A ER

7—-x y-—3
2 7

ral de la recta que pasa por la interseccion der:x =y y
s:x + y = 3 y tiene la misma pendiente.

Dada , averigua la ecuacién en forma gene-

33
Resolviendo el sistema se obtiene el punto (E' 5)

Entonces la recta pedida, paralela a la recta dada, cuya direc-
cién viene dada por el vector (—2,7) es: 14x + 4y — 27 =0

Dada la recta 4y = x + 2, calcula la ecuacién general de otra

3
recta paralela a ella que pase por el punto A(7, Z)

261

1
m = "y es decir, un vector director puede ser (4, 1). Impo-

niendo que pase por A(7, 3/4), tenemos la ecuacion de la rec-
taessx—4y—4=0

Determina la ecuacién de la recta que pasa por O(0, 0) y es
paralela a la recta cuyas ecuaciones paramétricas son las
siguientes:

X=—\
{y=7+:~x)v"6[R

Un vector director de la recta buscada es (—1, 3), y como debe
contener el origen de coordenadas, la ecuacién es:3x + y = 0

Determina la ecuacién de una recta paralela al eje de orde-

2
nadas que pase por el punto A(—? 1).
. L 2
Es una recta vertical cuya ecuacion es: x = 3

Determina la ecuacion punto-pendiente de una recta que
pase por el punto P(1, —2) y que sea paralela a otra cuya
ecuacion vectorial es la siguiente:

xy)=(2,5 + (—%, 1))\ conA ER

Un vector director de la recta buscada es (—2/3, 1), luego su
pendiente es —3/2, y debe contener el punto P(1, —2), por lo

3
que su ecuacion punto-pendiente es:y + 2 = fz(x -1

Determina la posicidn relativa de los siguientes pares de
rectas, estudiando la proporcionalidad de los vectores
directores y la de los coeficientes de la recta en forma
general, antes de resolver el sistema. En los casos en que
sean secantes, determina el punto de interseccion.
a)r:3x+2y—1=0 s:5x—y+7=0
b)r:2x—3y+7=0 s:—4x+6y=0
c)r:r8—2y+2=0 s:—4x+y—1=0
X=X x+1 y+5

d)r: [y:2_3}\,con ANER s._—1—T
e)r:(xy)=(2,—-1)+A(1,—-1),conN ER

ss—=x+y+5=0
x+2 2-y

5 -1

g)r:2x—2y+5=0

f) r:

s:x—5y+12=0
ssx—y+2=0

3 2
a) Los coeficientes no son proporcionales: 5 * T por lo que

son secantes. Resolviendo el sistema, se obtiene que el
punto de interseccion es (—1, 2).

2 -3
b) Los coeficientes son proporcionales: 2" por lo que

son paralelas, y no son coincidentes, puesto que los térmi-

nos independientes no mantienen la proporciéon —1/2.
¢) Son paralelas y coincidentes porque todos los coeficientes
son proporcionales 8 2 2
rci — ==
prop —4 1 =1

. . 1 -3
d) Los vectores directores son proporcionales: T 3
por lo que son paralelas. Los puntos de r, por ejemplo
(0, 2), no pertenecen a s, por lo que no son coincidentes.

e) Un vector directorderes (1, —1)yunodeses (1, 1), por lo
que son secantes. Resolviendo el sistema se obtiene el
punto de interseccion (3, —2).
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f) Un vector director de res (5, 1) y uno de s es (5, 1), por lo
que son paralelas. Los puntos de r, por ejemplo (—2, 2), veri-
fican la ecuacion de la recta s, por lo que son coincidentes.

g) Un vector director de res (1, 1) y uno de s es (1, 1), por lo

que son paralelas. Los puntos de s, por ejemplo (0, 2), no
verifican la ecuacién de r, por lo que no son coincidentes.

Dados los puntos A(0, —3), B(1, 5), C(—1, 3) y D(1, 0), averi-
gua los dngulos que determinan las rectas cuyos vectores
directores son:

a)KEya?
b) ACy BD
a) AB=(1,8)yCB=(—2,—2)
4B - CB| 2416 .
cos o = ‘X§||EE| =\/E'\/§:>(x=37,87
b) AC=(—1,6)yBD = (0, —5)
cosa = ‘KEFE’ % = a=946°

ac|- 8] V375

X=—-ma
y=2+2x
determina m para que estas sean perpendiculares.

Se debe cumplirque: (—m, 2)-(3,4) = 0= -3m +8=0
Por tanto:m = 8/3

4
Dadas las rectas r: [ cona € Rys:y= EX -2,

x+1

b
sabiendo que las rectas son perpendiculares y que r pasa
por el punto P(—1, 2).

Dadas lasrectasr:ax—2y+7=0ys: = %, hallaayb

En primer lugar, son perpendiculares, luego: (2, a) - (b, 2) = 0.

Sir pasa por (—1, 2), entonces: —a — 4 + 7 = 0, luego se de-
be resolver el sistema:
a+b=0
=a=3yb=-3
a=3

Obtén la ecuacion de la recta que pasa por el punto
A(7, —2) y forma un dngulo de 120° con el eje de abscisas,
en sentido positivo.

m =1tg 120° = -3
La ecuacion punto-pendiente es:y + 2 = —\/E x—=7)
En forma general: V3x + y — 7V3+2=0

Halla la ecuacion de las rectas que pasan por el punto
A(3, —1) y forman un angulo de 30° con la recta x = 4.

La recta x = 4 es vertical, por lo que estamos buscando las
ecuaciones de las dos rectas que pasan por A(3, —1) que for-
man un angulo de 60° y 120° respectivamente, con el eje de
abscisas en sentido positivo.

| r:m:tg60°:\/§,luegoy+1:\/g(x—.’;)
:>\/§x—y—3\/§—120
| s:m:tg120°:—\/§,luegoy+1:—\/5( —-3)
:>\/§x+y—3\/§+1=0
xX=3—2\

Calcula la distancia entre la recta r: {y —_\ rcn AER

y el punto de interseccion de las rectas:
s:2x+3y—1=0yt:x+y+2=0
Primero se determina el punto de intersecciéon de sy t:
2x+3y—1=0
[ x+ y+2=0

= P(—7,5)

@ Geometria

Ejercicios y problemas (paginas 170/174)

La recta r en forma generalesx — 2y — 3 = 0.
La distancia entre Py r es:
-7-2-5-3 20
d(Pr) :¥=—=4\/§u
V124 22 Vs
Determina la longitud de la altura correspondiente a A en
el triangulo de vértices A(1, 4), B(7,5) y C(—1, —3).
Buscamos la ecuacion en forma general de la recta que pasa
porBy C:
BC = (—8, —8), luego un vector director de la recta sera:
v=((,1)
Sila recta pasa por C entonces:x + 1=y +3=x—y—2=0.

La altura del triangulo ABC, correspondiente al vértice A, es la
siguiente distancia:

p-4-2 5 s5V2

Virer?r V2o 2
Halla la distancia entre la recta r: 5x —y + 7 = 0 y una pa-
ralela a ella que pase por el punto (1, 7).

dA,

Una recta paralela es de laforma5x —y + ¢ = 0.
Como pasa por (1,7), tenemos:5 —7 +c=0=c=2
Luego la recta paralelaes 5x —y + 2 = 0.
Un punto de ella es P(0, 2), por lo que la distancia pedida es:
_lo-2+71 5 "

V54 (-1) V26
Calcula la distancia entre la recta r: 3x —4y +6 =0y una

paralela a ella que dista 3 unidades del origen de coorde-
nadas (dos soluciones).

d(r,s) =dPr)

Una recta paralela a la dada, tiene por ecuacion:
s:3x—4y+C=0
Buscamos dos rectas que disten 3 unidades del origen de
coordenadas, (0, 0). Luego:
C C

d(0,5)27|| :u:3u:>|C|:15

34 (—4? 3
=C=15yC=—15
Las ecuaciones de las rectas paralelas a la del enunciado que
distan 3 unidades del origen son:

$:3x —4y+15=0ys;:3x —4y —15=0

Un punto de la recta r es P(—2, 0):

ods) = dPs,) = 3:(=2)—4-0+ 15| :%u

32+ (—4)?

_B-=2-4-0-15 _21

i drs)=dPFs,) 5

3+ (-4

9 21
Por tanto, las distancias pedidas son 5 uy =5 u, respectiva-
mente.

Vectores

Calcula el extremo del vector v = (\/5, —1) si su origen es

1
el punto Al —, 4.
(ﬁ )

- 3\2
Si'v = AB, entonces: B T 3



H Calcula las componentes y el médulo de los vectores.

1 2 V2
)
3 3v2 3

b)w=(53)-V6-(1,-12)

_ (5 —25) . 5V26
a)w== , [w|=
3" 3 3
b) W =(5-V6,3V3), [W|=579

Calcula x e y para que se cumpla esta igualdad:

1 ax3y-6)=(-2 12)_1.(1—)( o)
3 ey TEIEmS 3\ 4’

x=-7,y=14
Sid =(3,1/2), b = (—2/3,5) y € = (2, 3), determina las si-
guientes combinaciones lineales.
a) 3G -2(b+79)
- 1>
b) 3(&’—b)+§(b—c)
a) 3G — 2(b +©) = (9,3/2) — 2(4/3,8) = (9,3/2) — (8/3,16) =

=(19/3, —29/2)

- 1 1
b) 3(@ — b) + E(b —¢) =3(11/3, =9/2) + 3(78/3, 2) =

= (11, —27/2) + (—8/9, 2/3) = (91/9, —77/6)
Halla el valor de x e y si Vv = xa + yb, sabiendo que
a) = (_11 3)Ib = (7l 5) yT/) = (51 _2)-
= —x+7
5 X+7y -

x=-=3/2,y=1/2
—2=3x+5y

T/)—xﬁ)-i-yg:[

Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el seg-
mento AB en cuatro partes iguales, si A(22, 7) y B(—6, 5).

13 11
Los tres puntos son M<1S, 7) N8, 6)y P(1, 7)

Dependencia lineal y bases

— 5 P
{Es el vectorv = (2, 5 una combinacion lineal del vec-

~ 5 .
toru = (—7, EY ? Expresa la respuesta enunciando la carac-

teristica que los relaciona.

[ =5\ =2 5
Si,|2,—|=-—="|—7, =, luego son paralelos.
7 7 2

La combinacién lineal de dos vectores paralelos, ;es nece-
sariamente otro vector paralelo a ellos?

Si, Vv =kw, av + bw = akv + bw = (ak + b) - W, que es un vec-
tor paralelo a los anteriores.

{Es posible que dos vectores linealmente dependientes
formen un angulo de 180°? ;Y un angulo de 90°?

Si, son vectores de la misma direccién y sentido opuesto.

No, si forman un angulo de 90° no son paralelos, por lo tanto
no son dependientes.

¢Son los vectores U = (4, 2) y v = (—2, —1) linealmente de-
pendientes? ;Son paralelos?

Como u = —2-V, son Ld. y por lo tanto paralelos.

Los puntos A(2, 6), B(5, 8) y C(17, m) estan alineados. Calcu-
lam.

Si estan alineados, debe cumplirse que AB = kA_E,de lo cual
se deduce que:

2
— = =m=16
15 m-—6

[l Considera los puntos del plano A(3, 2), B(—1,8) y C(k, k + 4)

con k € R. Calcula el valor de k para que A, By C estén
alineados.
Para que los puntos A, By C estén alineados se ha de verificar
queKE =a- ZE donde a es un parametro.
Como AB = (—4,6), AC = (k — 3,k + 2):
—4=ak—3
(—4,6)=a(k—3,k+2):>[ alk=3)
6=alk+2)
Despejando a de las dos ecuaciones e igualando, se obtiene:
—4 6
———=——=k=1
k-3 k+2

Expresa el vector w = (—3, 4) como combinacién lineal de
los vectoresu = (—1,2) yv = (2, —3). Realiza la representa-
cién grafica para comprobar el resultado.

Yi

“72v

(=3,2)

<

-

& 7

<l

Di cuales de los siguientes pares de vectores forman base.

a) (-3,1)y(V3,-V313)

b) (-V2,4)y(=1/V/2,2/V/2)

o (-5, 1)y (2V5 -V5)

d)(2-V3,2+V3)y(1,-7-4\3)

e (Vs +1),(V5-1)a)y(,1)

a) —3/\/3 = 1/(—\/5/3) no forman base.

b) —\/5/(— 1/\6) * 4/(2/\/3) si forman base.

o —5/2\/5 # 1/(—\/5) si forman base.

d)2-\3= (2 + \/3)/(—7 - 4\/3) forman base.
1 \/g —1

e) =

Vs+1

Dado el vector v = (3, —7), expresa eI_yectorT/’ en la base
formada por los vectoresd = (—1, 1)y b = (2, —1).

-~ {3= —x+2y

forman base.

V=xa+yb=
—7=x—y

=V = (—11, —4) en la base @, b}

Producto escalar

@ Calcula el producto escalar de dos vectores de médulos 3 'y

4, respectivamente, que forman 60°.

U-V=3-4-c0s60°=6

Calcula el producto escalar de los vectores U =(1, 1) y

vV = (3, 4). Determina el angulo que forman.

u-v=(1,1)-(3,4) =7. Aplicando la férmula para el coseno
del angulo que forman dos vectores, se obtiene o = 8,13°.

6. Geometria analitica en el plano @



B Calcula el dangulo que formanv =(3,4)yw = (-3, 1).
_(34-(=31) -5
5V10 5V10

Por tanto, o = 108,43°.

B (Es posible que dos vectores cuyo producto escalar vale 3
formen un angulo de 120°? Razona la respuesta.

No es posible, puesto que si el producto escalar es positivo el
angulo que forman es agudo.

H Determina qué angulos forman los siguientes pares de vec-
tores.

au=(3,2yv=(7-1)
b)u=(2-V2,2/(2+V2)yv=01,-1)
o u=(52,-V5)yv=(-1,2)

21 -2
a) cosa =———=a=41°49'12,61"

Vi V0

b) cosa = 0= a =90°

(-5V512)

C) cosa=——7—=—-1=a=180°

(5/2V/5)

Ml Dado el vector u = (-5, 2), determina cuales de los si-
guientes vectores son paralelos y cuales perpendiculares a
dicho vector.

a)v=_(5-2) d) n=(—4,-10)
b)w =(2, -5) e) 0=(5/2,—1)
c)m=(-2-5) f) p=(1,5/2)

Paralelos:a)y e)
Perpendiculares: ¢), d) y f).

P¥l Dados A(3, 0), B(1, 4), C(—1, 3) y D(—1, —2), calcula el peri-
metro del cuadrilatero que determinan y el angulo que for-

man los vectores AD y BC.
[AB| =V/20 \/5, [cD| = =120, P=5V5+5

cos (AD, BC) =1, por lo tanto, a = 0°, son vectores paralelos.

PEl Dadosd = (2x, 5) yf; = (7, y), averigua los valores de x e y
sabiendo que @ se encuentra en el primer cuadrante,

[a] = 5\/5, y los vectores @ yE son perpendiculares.

Del médulo del vector @ se deduce lo siguiente:
4°+25=125=x=5=4d=(10,5)

Si ambos vectores son perpendiculares:

(10,5)-(7,y) =0=>70 + 5y =0=>y = —14=b=(7,-14)

PZl sabiendo que el vector @ = (x, y) es perpendicular a
b=(-3,2) y que el médulo de'd es 2/ 13, halla el valor de
xey.

Del médulo se deduce que: x* + y* = 52

Puesto que?z’yg son perpendiculares, —3x + 2y = 0.
Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, se
obtiene qued = (4,6) d = (—4, 6).

PH Calcula a sabiendo qued = (q,3) yVv = (\/5, 1) forman un
angulo de 30°.

Vaa— V2t

V3V +9
=a=12V2+9V3,a=12V2-9V3
M si |?1’| =2y |E| =3,y d y b son perpendiculares, halla

[@+6lyla-sl.
Tomandod = (x, y) yg = (z t), tenemos lo siguiente:

@ Geometria

—a—20\2a+45=0

I X+y =4
I Z2+tE=9
I xz+yt=0
El médulo de @ + b:
Vix+ 27+ (y+t)2=\/4+9+2(xz+yt)=\/1—3
El médulo de @ — b:

Vix—2+(y -0 =Va+9-2xz+y)=V13

Sabiendo que U y v tienen el mismo médulo y que v = (3x,

y)yV = (2, —1), calcula el angulo que forman los vectores u

+ Vyu-—v.

El médulo es V/5, luego: 9x* + ¥ = —=5 = 0

Bx+2,y—1NBx—2y+1)

cosa = =
VBX+22+(y—1VEx— 22+ (y+ 1)

a W +y -5 0

VEx+22+(y—12VEx— 272+ (y + 1)
Por tanto, U + V y U — V son perpendiculares, el angulo que
forman es 90°.

Dados los vectores v = (7, 4) y w = (4, x), calcula x para que
estos:

a) Sean perpendiculares.

b) Sean paralelos.

¢) Formen un angulo de 30°.
a)x=-7

b) x=—
c) Para resolver este apartado hace falta saber resolver una

ecuacion irracional.
Se obtienen dos soluciones: x = 6,86 y x = —0,02

Halla la proyeccién ortogonal del vector u = (2, —1) sobre
el vectorv = (-3, 7).
Aplicando la definicion de proyecciéon ortogonal de un vector

U sobre otro v, tenemos:

gvl |-e—7] 13
V|  Vo+a9 /58
Dado el vector t = (—3, 6), determina el mddulo del pro-

ducto escalar de v porV, si sabemos que la proyecciéon de v
sobre U es 3.

proy; (@) =

Aplicando la definicidon de proyecciéon de un vector sobre
otro, tenemos que:

TV =3-Vo+36=9V5

Dados los puntos A(7 0), B(4, 6) 6)y C(—=1, —1), calcula las
proyecciones de AB y CB sobre AC y comprueba que la su-
ma de ambas es igual al médulo de AC.

18

AB = (—3,6), AC=(—8,—1), p, = proy;(AB) = Ve
— 47
=(5, 7) =(8,1), pZZPFO,VEZ(CB):@

’AC’ \/—p1+p2 \/— \;— \/%

Aplicaciones de los vectores

Dado el tridngulo cuyos vértices son A(—1, 0), B(3, 3) y
C(1, —2), calcula:

a) La longitud del lado AB. ¢) El angulo A.
b) La longitud del lado AC.  d) El area del tridngulo.



a) |Z§‘:5u

b) W! =2\2u
c) cosA= AB- AC _43-2-2 1
W 5w e

=A=81°52"11,63"

_ |X§‘~|E|-senA: 70

d) Area
2

Dado el triangulo de vértices A(—3, 7), B(5, 6) y C(—2, 15),
calcula el valor de su area y el angulo A.

Tomando como base la longitud del lado AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del dngulo A.

Primero calculamos el angulo A:

AB-AC (8,-1)-(1,8)

A= = =0=>A=90°
cos |X§| ' ‘E‘ \/E \/@ =
. |n8| [ac| )
Por tanto el drea seraé: ——— = 32,5u

Dado el tridngulo de vértices A(—1, —1), B(—3, 5) y C(1, 3),
calcula el valor de su area y el angulo A.

Tomando como base la longitud del lado AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del angulo A.

Primero calculamos el dngulo A:

AB-AC _ (-2,6)-24 V2

COSA=————== = =A=45°
(B|-|ac|  Va0-V20 2
. |n8| [ac]-sena )
Por tanto el drea ser&: ————— = 10u

2

Ecuaciones de la recta

Determina si los siguientes puntos estan alineados y, en el

caso de que lo estén, averigua la ecuacion de la recta a la

que pertenecen.

a) A(1,6),B(—2,0)y C(1/2,5)

a) A, By C estan alineados, puesto que pertenecen a la mis-
marecta2x—y+4=0.

b) No estan alineados, puesto que el punto C no pertenece a
la recta que pasa porAy B, x+4y —9=0.

Calcula la ecuacién de la recta que pasa por A(3, 2) y B(—6,
0). Exprésala de todas las formas posibles.

Ecuacién en forma vectorial: (x, y) = (3, 2) + \(9, 2)

X=3+9\
Ecuacién en forma paramétrica:
y=2+2\
. . X—3 y—2
Ecuacién en forma continua: =5
Ecuacién en forma general: 2x —9y +12=0
E i6 licit 2 + 4
cuacion explicita:y =—+ —
DIy =0 3

{Qué podrias decir acerca de una recta cuyo vector director
es(1,1)?

Su pendiente vale 1y por tanto forma un angulo de 45° con
el semieje positivo de abscisas. Es la bisectriz del angulo que
forman los ejes de coordenadas.

Si A(2, 7), B(8, —3) y C(0, —10) son tres vértices consecuti-
vos de un paralelogramo, determina las coordenadas del
vértice D. A continuacidn, averigua las del punto en el que
se cortan sus diagonales.

3
D(—6, 0). El punto de corte de sus diagonales es: M (1, 75)

Los puntos A(0, —2), B(6, 0) y C(3, 4) son tres vértices de un
paralelogramo. Calcula el cuarto vértice y las ecuaciones de
sus diagonales.

D(—3, 2). Las ecuaciones de sus diagonales:
ACes2x—y—2=0yBDes2x+9y—12=0

Dada larectar: {X =2+
y=a-—3t

que (—4, 7) pertenezcaar.

,t € R, halla el valor de a para

Six=—4,t=—1,porloque:7=a+3=a=4

Calcula b para que la recta x + by — 7 = 0 pase por el pun-

to de interseccion de estas rectas:
r:(xy)=(=7,00+A(5,1),AER

X=a
s'{y=2a—4’aER

Trabajando en paramétricas o escribiendo las ecuaciones en
forma general, se resuelve el sistema de ry s, y se obtiene
que el punto de interseccion es (3, 2).

Este punto debe pertenecer a la recta x + by — 7 = 0, por
tanto:3+2b—-7=0=>b=2.

Dados los puntos del plano A(2, —1) y B(0, 3) y la recta r de
ecuacion x + y — 2 = 0, calcula las coordenadas de un pun-
to C de la recta que esté alineado con Ay B.

C pertenece a r, por tanto, las coordenadas son C(x, 2 — x). Si
esta alineado con Ay con B, cumple lo siguiente:

-2 4
Xx—2 3-x

Por tanto, el punto C tiene las siguientes coordenadas: C(1, 1)

(=2,4)=kx—2,2—x+1)= =x=1

Posiciones relativas de rectas

[ Calcula la ecuacién de una recta paralela a la de ecuacién

3x — 2y + 5 =0 que pase por el punto P(—1, 5). Exprésala
en forma vectorial y paramétrica.

En forma vectorial: (x, y) = (—1, 5) + \(2, 3)

x=—1+2\

En forma paramétrica: {
y=5+ 3\

Sean ry s las dos rectas del plano de ecuaciones:
r2x—y—3=0
x+1 _y+2
T4 T2

Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto de
interseccion dery s, y es paralela a la recta de ecuacion que
pasa por los puntos (2, —1) y (=3, 2).

Se resuelve el sistema formado por las rectas r y s y obtene-
mos el punto de interseccién P(1, —1).

Una recta paralela a la dada sera de la forma 3x + 5y + C = 0.
Imponemos que contenga el punto P:

3-1+5- (-1 +C=0=C=2
Por lo que la recta buscada es:3x + 5y + 2 =0
Calcula la ecuacion de la recta perpendicular a la de ecua-

cién 3x — 2y + 5 = 0 que pase por el punto P(—1, 5). Expré-
sala en forma continua y explicita.

X x+1 y—5

En forma continua: =—
-3 2

» 2 13

En forma explicita: y = _EX + 3

6. Geometria analitica en el plano @
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Considera la recta de ecuaciéon y = —7x + 5. Encuentra las
coordenadas del punto de interseccion de esta recta con la
recta perpendicular a ella que pasa por (=7, 5).

1
Una recta perpendicular es de la forma: y = 7x +b

Debe pasar por el punto (—7, 5), por tanto:
1
5=—(=7N+b=b=6
1
Luego la recta perpendicular es y = 7x + 6.

El punto de interseccién se calcula resolviendo este sistema:

y=—-7x+5 N
X = —7x+5=—+6

7 299
SX=——y=—
50 50
7 299
El puntoes Pl———, ——|.
50" 50
Dadas las siguientes rectas:
r:5x—y+4=0
5 1XT =3+ m\
“ly=4—-\
determina el valor de m para que las rectas ry s sean:

,con\ ER

a) Paralelas.
b) Perpendiculares.
c) Coincidentes.

1
a)m= 5
b)m=5
¢) No pueden ser coincidentes.
Los puntos A(1, 2) y C(5, 4) representan los vértices opues-
tos de un cuadrado:

YA D

o X

a) Calcula el punto medio, M, de la diagonal, AC, del
cuadrado (M sera el centro del cuadrado).

b) Escribe la ecuacion de la recta que pasa por M y es
perpendicular a la diagonal AC.

¢) Calcula las coordenadas de los otros dos vértices By D
del cuadrado.

a) M3, 3)
b) AC = (4, 2), luego la recta es de laforma: 4x + 2y + C=0
Como contiene al punto M(3, 3) debe cumplir:
4.3+2:3+4C=0=C=-18
La recta pedidaes4x +2y —18=0=2x+y—9=0.

c) El vector AM = (2, 1). Dos vectores perpendiculares y del
mismo modulo son:

u=(-1,2yv=(1,-2)
Luego los puntos By D son:
B3-1,3+2)=@2,5yB+1,3-2)=41)

En concreto, B(4, 1) y D(2, 5), porque B debe estar a la dere-
cha y hacia abajo respecto de M.

@ Geometria

49)

Explica la condicién que han de verificar Ay B si las rectas
x=1_y—2

2 3
a) Son perpendiculares.

a) —2B+3A=0

Ax+By+C=0y

b) Son paralelas.
b) A/3 = —B/2
Sea r la recta de ecuacién 3x — 5y + 2 = 0. Determina las

ecuaciones de las rectas paralela y perpendicular a r que
pasen por el punto (—15, 4).

Paralela: 3x — 5y + 65 = 0; perpendicular: 5x + 3y + 63 = 0
Dada la recta de ecuacién 3x — 5y + 7 = 0, determina la

ecuacion de la recta perpendicular que corta el eje de orde-
nadaseny = 3.

Una perpendicular tendrd por ecuacién 5x + 3y + C = 0.

Debe pasar por (0, 3), es decir:
5:0+3:3+C=0=C=-9

La recta buscada es 5x + 3y — 9 = 0.

Determina el valor de a para que las rectas de ecuaciones
x—5ay=1y2x+ 3y =1sean:

a) Paralelas. b) Perpendiculares.
1 —5a -3

a -—=—=a=——
2 3 10

b)1-2+(-5a)-3=0=a=2/15

Determina el valor de m paraquerr x —y+ 4 =0y
x=3+mA
S'{y:1 _4)\,)\E|Rsean.
a) Paralelas. b) Perpendiculares.
vV,=(1,1)yv,=(m, —4)
1 1
a) Si son paralelas: (1, 1) = k(m, —4) = P = —2 =>m=—4

b) Sison perpendiculares: (1,1)-(m, —4)=0=>m =4

xX=—-3+5\ .
Dadasr.2x+my—7—0ys.[y:7+m\ , A € R, sabien-

do que s pasa por P(13, 8), determina my n en los siguien-
tes casos:

a) Siry s son paralelas.

b) Siry s son perpendiculares.

16
SiP(13,8) perteneceas: 13 = =3 + 5A =\ = ?

16 5
Entonces:8=7+n—=n=—
5 16

Un vector director de s es (16, 1) y un vector director de r es
(=m, 2):
2

—=m=—32

-m
a) ry s son paralelas si: —— =
) ry p 16 ]

1
m=—

b) ry s son perpendiculares si: (—m, 2) - (16,1) = 0 = 3

De un rombo ABCD conocemos las coordenadas de tres
vértices: A es el origen de coordenadas, B(4, 1) y D(1, 4).

a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice, C.

b) Comprueba, analiticamente, que las diagonales son per-
pendiculares y que se cortan en su punto medio.

a) AD=BC=(1,4) = x—4,y—1)=x=5y=5,luego
C(5, 5).

b) AC-BD = (5,5)-(—=3,3) = —15 + 15 = 0, luego las diago-
nales son perpendiculares.
El punto medio de una de las diagonales es: M(5/2, 5/2)



Comprobamos que las rectas que contienen Ay Cy By D,
se cortan en el mismo punto:

Recta que pasa porAy C:y = x

Recta que pasaporByD:x +y =15

El punto de interseccion es la solucidn de este sistema:
y=x

{x +y=5 = P(5/2,5/2)

Calcula las coordenadas del punto simétrico de A(1/6, 1)
respecto del punto P(1, —4).

11
2
6
Halla las coordenadas del punto simétrico al punto P(2, 2)
respecto de larectax—2y—5=0.
Recta perpendicular a la dada que pasa por (2, 2):
2Xx+y—6=0

17 —4
Punto de interseccién de las dos rectas: <? T)

El punto de interseccion es el punto medio entre (2, 2) y su si-
métrico, por tanto, el simétrico buscado es:

(24 —18)
5" 5
Calcula el punto simétrico de A(0, 4) respecto de la recta

3x—y+1=0.

Primero calculemos la proyeccién ortogonal de A sobre la
recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacion de la recta
perpendicular a r que pasa por A.

Una perpendicular cualquiera es de la forma x + 3y + C = 0.
Imponemos que contenga el punto A:
1:0+3:4+C=0=C=-12

Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A
esx+3y—12=0.
Ahora buscamos la proyeccion de A sobre r resolviendo el sis-
tema y obtenemos A(9/10, 37/10).
Esta proyeccion es el punto medio entre A y su simétrico, por
tanto podemos escribir:

9 O0+x 9 37 4+y 17

10 2 5 10 2 5
El punto simétrico es A(9/5, 17/5).

’

Calcula el punto simétrico de A(—2, —1) respecto de la rec-

x =13t

tar: ,tER.
y=7-—5t

Primero calculemos la proyecciéon ortogonal de A sobre la

recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacion de la recta

perpendicular a r que pasa por A.

Una perpendicular cualquiera es de la forma 3x — 5y + C = 0.
Como un vector director de r es (3, —5), imponemos que con-
tengaelpuntoA:3:(=2)—5-(-1)+C=0=C=1

Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A
es3x —5y+1=0.

Ahora buscamos la proyeccion de A sobre r resolviendo el sis-
tema y obtenemos A(3, 2).

Esta proyeccién es el punto medio entre Ay su simétrico, por
tanto podemos escribir:

_ —2+x —1+y

3 =x=8;, 2=

=y=5

El punto simétrico es A'(8, 5).

Al Determina la ecuacion de la recta simétrica de
r:x+y—1=0respectodelarectas:x—2y+3=0.

La recta r y su simétrica respecto a s tienen un punto en co-
mun: el de su interseccion.

Si resolvemos el sistema de ry s se obtiene:

P,=(—1/3,4/3)
Otro punto de r’ serd el simétrico de uno de r respecto a s.
Un punto de r es (0, 1). La recta t perpendicular a s que pasa

por(0,1)est:2x+y—1=0.

-1 7
El punto de interseccion de sy tes PO(T’ E)

-2 9
Con estos datos, el punto de r’ buscado es: <T E)

ph 1

\ 41

six—2y+3=0 7\ AN

Con dos puntos se puede deducir la ecuaciéon de r, que es:
x+y+1=0.

Distancias y dreas

@l Halla el perimetro del cuadrilatero ABCD si A = (3, 4); Bes el
punto simétrico de A respecto de la bisectriz del primer
cuadrante; C, el simétrico de B respecto del eje de ordena-
das, y D, el simétrico de C respecto del eje de abscisas.

7Y

Las coordenadas de los puntos son: B(4, 3); D(—4, 3) y
C(—4, —3), por lo tanto el perimetro:
p=[AB| +[8D] + [DC| + [CA| = 16 + 6V2
@ Halla la distancia del punto P(2, 2) a la recta paralela al eje
de abscisas que pasa por el punto Q(3, 4).

Observa la representacion gréfica:

6. Geometria analitica en el plano @
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| Q3,4)
1 d
1 P22
i

— 3 1 —

Por tanto la distancia es d = 2.

Considera el triangulo formado por las rectas de ecuacio-
nes2x —y—1=0,x+ 2y — 8 = 0y el eje de coordenadas.
Calcula su perimetro y su area.
Los vértices del triangulo son los puntos de interseccién de
las tresrectas:2x —y — 1 =0,x + 2y —8 =0y x = 0, que
son: A(0, 4), B(0, —1) y C( 2, 3).
Por tanto, el perimetro es:

[aB| + [BC| + [CA| =5+ V5 +V20=5+3\/5u
Para calcular el drea, tomamos ‘Z§| como base y entonces la
altura vale 2 unidades, por lo que:

Area = 5

Calcula la distancia entre las rectas:

4x—-3y+7=0 8x—6y=0

Son rectas paralelas porque los coeficientes Ay B de las dos
rectas son proporcionales. Con un punto de la segunda, por
ejemplo, O(0, 0), calculamos la distancia a la primera recta:

l4-0-3-0+7] 7
=== =" =14u

Va2 + (=37 3
Determina, sin efectuar célculos, la distancia entre las rec-
tas:
3x4+2y—5=0
2x—=5y+1=0
Como los vectores directores de las rectas no son proporcio-
nales, podemos asegurar que no son rectas paralelas, por
tanto son secantes y su distancia es cero.

d(o,r)

Dadas las rectas ax+ (a + 2)y = a + 2 yx + ay = 3, donde
a es un parametro.

a) Calcula un vector director de cada una de estas rectas.

b) Halla los valores de a para los que las rectas son pa-
ralelas.

¢) Calcula los valores de a para los cuales las rectas son
perpendiculares.

d) Calcula la distancia que hay entre las dos rectas cuando
a=2.
a)v,=(—a—2a) yv,=(—al)
b) Las rectas son paralelas si sus vectores son proporcionales:
—a—2 a )
_70=T:>a —a—2=0=>a=2,a=—1

c) Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de
sus vectores directores es cero:

(—a—2a)(—a,1)=0=d+3a=0=a=0,a= -3
d) Sia = 2, las dos rectas que quedan son:

I rnx+2y=2

I ssx+2y=3

Son paralelas, por eso tomamos el punto (0, 1) de la recta r
y calculamos la distancia de este punto a la recta s, que se-
ra la distancia entre las dos rectas:

@ Geometria

_j0+2-1-3] 1

dr,s)=———=——u
Viz+ 22 s
Considera la recta de ecuacién y = —2x + 2.

a) Averigua las coordenadas del punto de interseccién de
esta recta con su recta perpendicular que pasa por (6, 3).

b) Halla la ecuacion de la paralela que contiene (3, 5).

¢) Calcula la distancia entre las dos rectas paralelas.

a) Una recta perpendicular es de la forma:y = (1/2)x + b
Debe pasar por (6, 3), por tanto: 3 = (1/2)-6 + b=b =0

1
Luego la recta perpendicularesy = 3x.

El punto de interseccion es la solucién de este sistema:

=—2x+2
Y 4 2
SX=—y=—
y= x/2 5 5
El punto es P(4/5, 2/5).
b) Una recta paralela esde laforma:y = —2x + b
Debe pasar por (3,5):5=—-2-3+b=b =11
Luego la recta paralelaesy = —2x + 11
¢) Ladistancia es 9/\/5 u
Determina si es equilatero, isdsceles o rectangulo el trian-
gulo cuyos vértices son A(2, 2), B(5, 6) y C(—2, 5). Averigua

el valor de la altura correspondiente al vértice A y utilizalo
para calcular el area del tridangulo.

Como AB = (3,4) yZE = (—4, 3), el tridngulo es rectangulo en
A. La longitud correspondiente a estos lados es 5 u. Por tanto,
es isosceles.
Como BC = (—=7,—1), la recta perpendicular a BC que pasa
por Aes: 7x +y — 16 = 0. La proyeccién ortogonal de A sobre
esta recta es el punto de interseccién de esta recta con la que
pasa por BC, es decir, x — 7y + 37 =0.
Este punto es: A,(3/2, 11/2)

o Va2

La longitud de la altura es el médulo del vectorﬂoz h= ST
‘EE‘ i ‘ﬁo‘
2

El area del triangulo sera: =12,5u?

Calcula la distancia entre estas rectas.
rr4x—2y+10=0 s:4x—2y—10=0
Un punto de una de ellas es P(0, 5), puesto que son paralelas:

4-0—2:-5-10
—  — |=V20=2V5u

V16 +4

Sabiendo que 3x+ay—5a=0 y—bx+3y+3b=0 son
perpendiculares y sus ordenadas en el origen estan a
4 unidades de distancia, calculaay b.

d=

Primero debe cumplirse (—a,3) - (3,6) =0= —a + b= 0.
Six =0, enlaprimerarectay =5,y enlasegunda,y = —b.

Debe cumplirse: |5 — (=b)| = 4;esdecir, 5+ b=4=b= —1
y5+b=—-4= b= —9.Portanto:

I Sib=—-1=a=—1

I Sib=-9=a=-9

Averigua qué punto, P(x, y), del plano dista 5\/5 udeQ(4,1)
y cumple lo siguiente:

I x>y 1|yl =2|x| I x>0

La ordenada debe ser negativa y en valor absoluto el doble
que la abscisa, por tanto P(x, —2x).

Debera cumplir:

(x—4*+(-2x—1?=50=5x —4x—33=0



x=3 y=—6
= =
x=—11/5 y=22/5
Solo cumple el enunciado la solucién x = 3,y = —6.

Un punto de larecta r: x+ 3y + 7 = 0 equidista de los pun-
tos A(—1, 3) y B(3, —5). Calculalo.

ae AY

N'I

B

v

El punto de la recta sera: P (x, (x + 7)/(—3))

Aplicando la expresion de distancia entre dos puntos e igua-
lando, se obtiene d(A, P) = d(B, P) que a su vez: 120x = —120,
es decir, x= —1, y sustituyendo y = —2, luego P(—1, —2).

El punto A(4, —3) dista 5 unidades de dos puntos de la rec-
ta 7x —y — 6 = 0; halla las coordenadas de los puntos.

YA
Ix—y—6=0
p'
o [ X
A
P

Los puntos de la recta son de la forma (x, 7x — 6), por tanto,
los puntos que distan 5 unidades de A son aquellos que cum-
plen que: (x — 4)* + (7x — 6 + 3)* =57

Operando, se obtiene la ecuacién 50x(x — 1) = 0, cuyas solu-
cionessonx=0 y x=1.Los puntos son: P(0, —6) y P(1, 1)
x=3—-t

y=2t t € R, que dis-

Determina los puntos de la recta {

tan\/ﬁudey=3x+1.

Podemos sustituir en la férmula que permite hallar la distan-
ciadeunpunto(3 —t 2t)aunarecta,3x —y+1=0:

33 —1t) —2t+1] t=0
Vio="——""—"F =
Vio t=4
Por lo que los puntos son:
I Sit=0=(3,0) I Sit=4=(-1,98
Halla el punto de la recta 2x + 3y — 5 = 0 que equidista de
A(0,3) y B(—1, 4).

—2x+5
El punto es de la forma [ x, ————

— 2 _ 2
x2+<zx+5 3) = (x+ 1)2+(2X+5 4)

. Se debe cumplir que:

3 3
x=—Ly,=13
57775

Por tanto, el punto buscado es (—7/5, 13/5).

Averigua los puntos de la recta —8x + y — 1 = 0 que estan
a distancia 2/2 u del punto A(2, 3).

Los puntos de la recta son de la forma (x, 8x + 1). Por tanto:

x—22+B8x—2°=8=65x—6x=0

{x— 0 y=1
= =
x= 36/65 = 353/65

Los puntos de la recta que estan a distancia 2\/5 u del punto
A(2,3) son (0, 1) y (36/65, 353/65).

Encuentra las coordenadas de los puntos situados en
la recta r: x + 2y — 3 = 0 que distan dos unidades de la recta
s:4x—3y+9=0.
3- x)
> )

La distancia de uno cualquiera de ellos a s es 2, por lo que:
4x—3y+9
y [yl
5

Py P"son de la forma (x,

X

Comoy=3— by tenemos que:
3x—2

4x —3- 2 +9

Las soluciones de esta ecuacion son: x = 1y x = —29/11. Sus-

tituyendo en la ecuacién irracional, ambas son validas, por lo

que solo falta calcular las ordenadas de los puntos Py P".
—29 31

Se obtiene: P(1, )y P'| —— —
e obtiene: P(1, 1) y (” 11)

=10=|11x+9|=20

4 Jax43y+9=0

De todas las rectas que pasan por el punto P(2, 1), halla las

que distan una unidad del origen.

Las rectas que pasan por el punto (2, 1) son de la forma:
y—1=m(x—2),esdecirmx—y+(1—2m)=0.

Podemos hallar las dos rectas que pasan por el punto (2, 1) y
distan una unidad del origen, a partir de la expresién que
proporciona la distancia de una recta a un punto:
m-0—0+(1—2m) >
1= - =Vm* +1=[1-2m|
Vm®+1

Al resolver esta ecuacién irracional, se obtiene m=0 vy
m = 4/3, por lo que las dos rectas buscadas son:

1 4 5
= e y=—x——
y y=3X73
Y4 L7
y=1 | (2,1)‘,/
7
T T T T 077 '/{ T T T )?
4.5 f
lE 3/

Averigua las ecuaciones de las rectas que pasan por (—2, 4)

y distan 3 unidades del punto (—1, 7).

6. Geometria analitica en el plano @



Las rectas que pasan por (—2, 4), son de la siguiente forma:
y—4=mlx+ 2),esdecirmx —y+2m + 4 =0.

Por tanto, se puede escribir:
m=0
m= 3/4

|[m(=1) =7 +2m + 4|

Vm? + 1

Es decir, las rectas seran:

3=

=>8m2+6m=0={

I Sim=0=>y=4
I Sim=3/4=3x—4y+22=0
Determina las ecuaciones de las rectas que distan 7 unida-

des del punto P(3, 5) y son perpendiculares a la recta cuya
ecuaciones3x—4y+6 = 0.

Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.

Si son perpendiculares a 3x —4y + 6 =0, son de la forma:
4x+3y+C=0.

Si distan 7 unidades del punto (3, 5), deben cumplir:
S 4-3+3-5+(]
V16+9

Las dos rectas son:4x+3y+8=0 y 4x+3y—62=0.

=35=27+(C=C=8yC=-62

En el triangulo de vértices A(0, 3), B(3, 7) y C(6, 0), determi-
na:
a) El perimetro.

b) La ecuacion de la recta perpendicular a BC que pasa por
A, es decir, la altura del triangulo desde el vértice A.

¢) La distancia del punto A a la recta que contiene el seg-
mento BC.

d) El area.

a) Lado AB = 5 u; lado BC = \/% u; lado AC = 3\/5 u;
Perimetro = 19,32 u.

b) La recta que contiene a A(0, 3) y es perpendicular al vector
BC=(3,-7)es:3x—T7y+21=0

¢) Ladistancia de A(0, 3) a la recta que contiene el segmento

7-0+3-3-42] _ 33

V49 +9 \/58

b-h [BCl-d Vs8-33Vss 33
DA=— =5~ 2 2

BC, 7x+3y —42=0,es:d =

Angulos

821

83]

Encuentra las ecuaciones de las rectas que forman con el
eje de abscisas un angulo cuya tangente vale 3.

y=3x+b

Determina, sin efectuar célculos, el dngulo existente entre
lasrectas 3x—2y—5=0y 2x+ 3y =0.

El angulo mide 90°, puesto que AA’+ BB’= 0.

Halla el angulo que forman estas dos rectas:

x=2+3t
, tER
y=4-2t t
Aplicando la férmula para el coseno del angulo que forman
los dos vectores directores, se obtiene o = 64° 39'13,77".

r:3x—5y+10=0,s:[

Averigua la ecuacién de la mediatriz del segmento de
extremos A(—1/2, 5) y B(7, —2) y determina el angulo que
forma con la recta x = 5.

El punto medio del segmento es M(13/4, 3/2).

El vector es AB = (15/2, —=7), por lo que una perpendicular al
segmento AB que pase por M es:

15
7x—7y+C:O

@ Geometria

Imponiendo que pase por M:

15 13 3 111

——=7-—+C=0=C=—
2 4 2 8
15 111
Larectaes:7x—7y+T=0:>60x—56y+ 111 =0
El angulo que forma con larecta x = 5 es:
_|(56,60)- (0, )| 60

= = a=43°1'30,24"
V6736 4\ 421
Escribe la ecuacion de las dos rectas que pasan por el pun-
to (3, 2) y forman un dngulo de 45° con el eje OX:

Cos o

YA

3,2)

45° 45°

=<V

o]

La recta de pendiente positiva sera de la forma:
y=x+b

Imponiendo que pase por (3, 2), tenemos:
2=3+b=b=—1

Por tanto, esta recta tiene por ecuaciony = x — 1.

La recta de pendiente negativa sera de la forma:

y=-x+b

Como pasa por (3, 2), tenemos: 2= -3 +b=b =15

Por tanto, esta recta tiene por ecuaciony = —x + 5.

Determina la pendiente de las rectas que forman un angu-

lo de 60° con la recta de ecuacion —x + 2y = 4.

Un vector director de la recta es U = (2, 1) y un vector direc-
torv = (1, m) de otra que forme con ella 60° cumplira:

1 124+ m|
—=————=|4+2m|=V5+5m’
2 \/E\H +m?

{m’= 8+ 5V/3= 16,66
=

m=8-5\V3=—066

Escribe las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto
de intersecciondex+ 3y —5=0y —2x+y + 3 =0y for-
man un angulode 45°con2x —y — 1 =0.

Un vector directorde larecta2x —y — 1 =0esd = (1,2) y
un vector director v = (1, m) de una recta que forme con ella
un angulo de 45° cumplira:

V2

11+ 2m|
——=————=[2+4m/=V10+ 10m*
2 Veviem
m= —3
= 1
m=—
3

Que verifican la primera ecuacion.

Por otra parte, el punto de intersecciéon de las dos rectas es la
solucion del siguiente sistema:

x+3y—5=0
{ —2x+y+3=0
Se cortan en el punto P(2, 1), por lo que las rectas buscadas
tienen por ecuacién:
I y—1=-3x—2)=3+y—7=0



1
I y—1 =§(x—2):>x—3y+1:0

Ejercicios de aplicacion
B Dado el triangulo de vértices A(0, 0), B(4, —2) y C(—2, 6),

calcula:

a) Su area.

b) El angulo B.

¢) La ecuacion de la mediatriz del segmento AB.
d) El punto simétrico de C respecto de AB.

YA
C 4

a) Siguiendo el proceso de ejercicios anteriores se obtiene:
Area=10u’

BA-BC _ (—4,2):(—6,8)
@l V2010
El angulo buscado es, por tanto: B = 26,57°

b) cosB=

Atencion: Si se calcula primero B, podemos hacer:
AB = (4,-2)
h= ‘Zﬂ -sen B, por lo que el area sera:
A= [BC|-[AB|-senB=10u2
c) La mediatriz del segmento AB es la perpendicular a AB por
su punto medio. Por tanto, es de la forma 2x —y + C=0,

como el punto medio de AB es (2, —1), C= —5. La ecua-
cién pedida es la siguiente:

2Xx—y—5=0
d) Calculando la proyeccién ortogonal de C sobre AB se
obtiene C,(—4, 2), por lo que C'(—6, —2).

Bl Halla el 4rea del triangulo determinado por:

rry=-x
x=3+k
s: y= _3+3k,kE[R

tc — £+i
V=TS TS

Los vértices de este triangulo son:
A=rNs = A@3,-3)
C=rNnt=C-1,1)

B=sNt = B(4,0)

Siguiendo el procedi- Y4
miento aplicado ya an-
teriormente, el area va-
le 8 U’

@)
<y

También podemos calcular el dngulo B, y, a continuacion, la
altura del tridngulo.

BC-BA  (=51):(=1,-3) 2

50 BAl  V-Vio v

/ 4
=senB=_[/1——=0,99
260

Comoh = |§E| -sen B=5,06 u, resulta que:

b-h  \10-506 _
2 2 N

cos B=

Area = 8u’

Considera los puntos 0O(0, 0) y A(9, 12). Una persona situa-
da en el punto O viaja en linea recta hacia A.

a) ;Qué distancia recorre para ir de O hasta A?
b) Escribe la ecuacion de la recta que sigue en este camino.

¢) Cuando lleva la tercera parte de recorrido, ;qué coorde-
nadas seran las del punto P en que se encuentre?

d) Si cuando llega al punto P decide dirigirse hacia un pun-
to Q de coordenadas Q(7, 1), ;qué angulo debera girar
respecto de la trayectoria que seguia?

a) La distancia entre O y A corresponde con el médulo del
vector que une los puntos O y A:

d=V9’+12°=15u

b) Como se conoce el punto A(0, 0) y el vector OA = 9, 12),
se obtiene la siguiente ecuacion:

x—0 y—0
: =——=4x—-3y=0
9 12

c) Dado que debe cumplirse esta relacion entre vectores:
— 1=
OP=—-0A
3

El punto P tiene por coordenadas (3, 4).
d) El vector PQ = (4, —3), que indica la nueva direccion y el

vector OP = (3, 4), que tiene la direccién inicial del trayec-
to son perpendiculares, porque su producto escalar es ce-
ro. Por tanto, el angulo que indica el cambio de direccion
es de 90°.

Considera el siguiente rectangulo del plano:

D,
YA

A

=<V

a) Si A0, 0) y B(3, 4), calcula la longitud de AB.
b) Determina la ecuacidn de la recta que pasa por Cy A.

c) Determina las coordenadas del vértice C sabiendo que
la longitud del lado CA es doble de la de AB.

d) Calcula las coordenadas del vértice D.
a) |X§‘ =5u

b) La recta determinada por Cy A es perpendicular al vector
AB = (3, 4). Por tanto:

Ve LAB =V, = (—4,3)
Como esta recta pasa por (0, 0), tiene por ecuacién:
3x+4y=0

6. Geometria analitica en el plano @



¢) Sobre la recta AC, un punto que esté a 10 unidades de dis-
tancia del origen ha de tener por coordenadas (—8, 6). Es
decir, C(—8, 6).

d) Se ha de cumplir que:ZE = EE; es decir, D = (—5, 10).

El lado desigual de un tridngulo isésceles mide 2\/5 uy
esta sobre y = x. El vértice opuesto es (0, 4).

a) Averigua la longitud de los lados iguales.
b) Determina las coordenadas de su baricentro.

a) La distancia del punto a la recta es el valor de la altura del
triangulo isésceles tomando como base el lado desigual.
Esta altura divide el triangulo en dos tridngulos rectangu-
los cuyas hipotenusas son los lados iguales del tridngulo
isodsceles. En uno de estos triangulos rectdngulos, los cate-
tos son la altura y la mitad del lado desigual, es decir, V2.

Por tanto, calculamos la altura del tridngulo y aplicando el
teorema de Pitdgoras, obtendremos la longitud del lado
deseado.

aItura=d((04)xfy=0):ﬁ:i:
v o VIP+(=1? V2
=7422=2\/5u

Ahora aplicamos el teorema de Pitagoras:

lado igual =V (2\/5)2 + (\/5)2 =V8+2=V10u
Por tanto, la longitud del lado igual es \/ﬁ u.

b) Puesto que el tridngulo es isdsceles, el baricentro se halla
situado sobre la recta perpendicular al lado desigual a una
distancia 1/3 de la base y 2/3 del vértice (0, 4).

Llamando A, a la proyeccion del vértice conocido A(0, 4),
A, es el punto de interseccién de la recta y = x y su per-
pendicular por A:

y=x
y=—x+4

Llamando G al baricentro:
—2=— 4 8

x—2=-23 G(_’ _)
y—2=2/3 33

= A2, 2)

- 1—
AOG:>§AOG:> {

B Determina las ecuaciones de las rectas que pasan por

P(—2, 7) y son perpendiculares a la bisectriz del primer cua-
drante y al eje de abscisas. Halla, también, el area del cua-
drilatero que forman los ejes X e Yy las rectas halladas.

Una perpendicularay = xesy = —x + b; si pasa por (—2,7),
debe cumplirse lo siguiente:

7=2+b=b=5

Por tanto, y = —x + 5 es perpendicular a la bisectriz del pri-
mer cuadrante y contiene al punto (=2, 7).

La perpendicular al eje OX es x = —2.
El cuadrilatero es un trapecio rectangulo.

El punto de interseccién con el eje de ordenadas de la recta
y=—x+5es(0,5).

Con la ayuda de un esquema se observa que la base menor
mide 5 u 'y la mayor, 7 u.

La altura es 2, por lo que el &rea del trapecio es 12 u’.

Halla las ecuaciones de las rectas que pasa por (6, 2) y for-
man un triangulo de 27 u? con los ejes de coordenadas.
Debe cumplirse que:

ab b _b-2

2 a 6

Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones y se
obtiene:

@ Geometria

27 =

a=9yb=60obiena=18yb=3
La pendiente de la recta es —2/3, y la ordenada en el origen
es 6.
La ecuacion de la recta buscada es:

—6—3)(
y 3

. 1 .
La pendiente de la recta es — rE y la ordenada en el origen
es 3.
La ecuacion de la recta buscada es:
1

=3 - —
y 6X

Un tridangulo tiene dos vértices en los puntos A(0, 0) y B(3, 1).
Su area es 2 U’y el tercer vértice, de ordenada positiva, se
encuentra sobre la recta de ecuacién x — 2y + 2 = 0. Calcula
las coordenadas de Cy el perimetro del triangulo.

El vértice C estd en la recta x — 2y + 2 = 0, por lo que sus
X
coordenadas deben ser C<x, By + 1). Tomamos el lado AB co-

mo base, luego esta mide V10 u. Si el drea mide 2, la altura

del tridngulo sobre AB debe medir u.

10

X
Esta altura es la distancia entre el vértice C(x, —+ 1) y larec-
- _ 2
ta que contiene AB, x — 3y = 0:

x—3 (X+1> 3x
s 2 x= T34
V10 V10 —x+%+3=4

x=—14 y=—6
= x=2 = y=2

Asi pues, el vértice C es el punto (2, 2).

El perimetro sera:
AB + AC + BC=V10+2V2 +V2=V10+3V2u

Escribe la ecuacion de la recta simétrica de r: y = 3x respec-
to de la bisectriz del primer cuadrante y, a continuacion,
calcula el area del triangulo que forman la recta r, su simé-
trica, y la recta de ecuaciéon t: 5x + y — 16 = 0.

La bisectriz del primer cuadrante, y = x, y la recta r se cortan
en el origen de coordenadas. Un punto de la recta r es, por
ejemplo, P(1, 3). Su simétrico respecto de la bisectriz del pri-
mer cuadrante es P(3, 1).

Por tanto, la ecuacién de la recta simétrica buscada, s, es:
1
y=3x
3
Buscamos los puntos de interseccién de la recta la recta t con

las rectasrys:

y=3x = A(2,6)
5x+y—16=0

_1

y=3x =BG, 1)
5+y—16=0

Buscamos el dngulo que forman ry s para, asi, hallar el area:
11,3)-3, 1)

(Vio)’
~ Va0-V10-08
A= 20% g

2

cos (1, s) = =06=sen(rs) =08

El 4rea sera:

2



BB Un triangulo rectangulo tiene un vértice, A, correspondien-

te al angulo recto, en el origen de coordenadas; otro en el
punto B(2, 4), y el C estd a distancia 3 u del eje de abscisas.
Calcula:

a) Las ecuaciones de las rectas que contienen ABy AC.
b) El vértice C.

c) El area del tridngulo.

a) Lado AB:y = 2x

Lado ACry = —=
2
b) El vértice C tiene por ordenada 3y, por tanto, su abscisa
X
es —6, puesto que perteneceay = ——

c) El area del triangulo rectangulo BAC es:

L AB-AC _ V20-Vas s
2

2

u2

Determina:

a) La ecuacion de la recta paralela a la bisectriz del segun-
do y cuarto cuadrante que pasa por el punto (0, a).

b) El valor de a para que la recta anterior determine en el
primer cuadrante con los ejes de coordenadas un trian-
gulo de 8 u” de area.

¢) La distancia del origen de coordenadas a esta recta.
d) La distancia entre esta recta y el punto (4, 0).
am=-1lyn=a

y=-—x+a=x+y=a

b) La recta corta al eje de abscisa en el punto (q, 0) y al eje de
ordenadas en el punto (0, a), y el tridngulo es rectdngulo.
Por tanto, si el 4rea es 8, a* = 16, por lo que a = 4 (no pue-
de ser —4).

Por tanto, la recta tiene de ecuacion:
xX+y—4=0
c) Larectaesx + y — 4 = 0y la distancia de (0, 0) a ella es

d=4/\N2=2V2u.

d) Dado que el punto de coordenadas (4, 0) pertenece a la recta
X +y — 4 =0, podemos determinar que la distancia pedi-
daesOu.

En el tridngulo de vértices A(—1, —1), B(—3, 5) y C(1, 3),
averigua:

a) Las ecuaciones de sus medianas.

b) Las coordenadas del ortocentro.

a) El punto medio de AB es (—2, 2). La ecuacién de la recta
que pasa por este puntoy G, esx — 3y + 8 = 0.

El punto medio de AC es (0, 1). La ecuacion de la recta que
pasa por este puntoy B, es 4x + 3y — 3 = 0.

El punto medio de BC es (—1, 4). La ecuacion de la recta
que pasa por este puntoy A, esx = —1.

b) La altura correspondiente al vértice C es:
—Xx+3y—8=0
La altura correspondiente al vértice B es:
xX+2y—7=0
La altura correspondiente al vértice A es:
2Xx—y+1=0

Resolviendo un sistema con cualquier par de ecuaciones,
se obtiene (1, 3).

M Calcula las ecuaciones de las alturas y el baricentro del

triangulo que tiene por vértices A(0, 6), B(4, 0) y O(0, 0).

A partir de la figura, se puede deducir directamente:
I Alturas:
Correspondiente al vértice A:x =0
Correspondiente al vértice B: y =0

Correspondiente al vértice C: como AB = (4, —6), la ecua-
cion de la altura serd de la forma 2x — 3y + C=0. Como ha
de contener el (0, 0), la ecuacion es:
—2x+3y=0
I Baricentro: es el punto de interseccion de las medianas, y
se puede calcular directamente sumando las coordenadas
de los vértices y dividiendo por tres:

I

Un punto equidista de los puntos A(7, 1) y B(1, 3). La distan-
cia de dicho punto al eje de ordenadas es el doble que al
eje de abscisas. Calcula el punto.

El punto pedido debe estar en la mediatriz de AB.

vA

AB=(—6,2), M(4,2)
Recta perpendicular a XEque pasa por M es:
—3x+y+10=0
Segun enunciado, P(x, y) es tal que x = 2y, por tanto:
—3x+y+10=0
- = P(4,2)
X =2y

Determina la ecuacion de una recta que forma con el eje X
un angulo de 45°y que dista 15 unidades con (0, 0).

Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.
Las rectas son de la forma: x —y + C=0.

La distancia del origen de coordenadas a estas rectas es de
15 unidades, por tanto:

15 = M:C:w\/ﬁyc:—w\ﬁ

V2

Las dos rectas buscadas son:

x—y+15\/5=0yx—y—15\/5=0

6. Geometria analitica en el plano @



@ Unrombo tiene dos vértices opuestos, A(5, 3) y C(1, 2), y un
vértice, B, que esta sobre el eje de ordenadas. Halla D.

YA

CA=(4,1)

B es la interseccion de la mediatriz de CA y el eje de orde-
nadas.

La mediatriz de CA es de la forma 4x + y + C = 0. Como debe

5

pasar por el punto medio de CA, que es el (3, —), la ecuacion
29

es4x+y— 7 =0.

Intersectando esta recta con el eje de ordenadas, x =0, se
. 29
obtiene el punto B| 0, <)

El vértice D se obtiene considerando que el segmento BD

5
tiene como punto medio (3, E) Las coordenadas de D son
< 19)
6, —|.

2

[ Dado un tridngulo isésceles cuyo lado desigual es AB, con
A(5, 3), B(2, 2), calcula el vértice opuesto, C, si sabemos que
pertenecealarectax—y+1=0.

A(5,3),B(2,2)y C
Sid(B, C)=d(CA

—

x, x+1)

=

debe cumplirse que:
GB=x+Q2—xP=x—2+Kx—-1P=05-x1"=Kx—1)
=24=8x = x=3

El vértice opuesto es C(3, 4).
M@ De un triangulo conocemos un vértice, A(0, 2), y las ecua-

ciones de dos alturas, y = —x y x — 3y — 2 = 0. Halla las

ecuaciones de los lados del triangulo y los otros vértices.
Lados:3x +y—2=0,y=2+xx—5y—6=0
Vértices: (—4, —2)y (1, —1)

El vértice A no pertenece a ninguna de las alturas, por lo que
son perpendiculares a los lados AB'y AC.

Supongamos que B es el vértice correspondiente a la altura
y = —x, luego la pendiente del lado ACes 1:y = x + b, pasa
por A; por tanto, 2 = b.

El lado AC esta en la recta de ecuacién y = x + 2.
Supongamos que C es el vértice correspondiente a la altura
x — 3y — 2 =0, luego la ecuacién de la recta del lado AB es
de la forma: 3x + y + C = 0. Como pasa por A, se cumple esta
igualdad:0 +2+C=0=C= -2
El lado AB estd en la recta de ecuaciéon 3x +y — 2 = 0.

El vértice C es el punto de interseccidn de las rectas ACy de la
altura que pasa por C:

y=x+2
X—3y—2=0 "

El vértice B es el punto de interseccion de las rectas ABy de la
altura que pasa por B:

3x+y—2=0
y=—x

(-4, —-2)

= B(1, —1)



Evaluacion (pagina 175)

1.

6.

Halla el médulo y el dngulo que forman los siguientes pares de vectores:
a) u=(2,1Nyv=(-1,3)
b) u=(2,4yv=(-42)

= _ 2 2 _ —2+3 1
a [a|=V2+1=\5 }:com===>a=81°52'11,63"
V=V +33=V10 V5V10 V50
= _ 2 2 _ —8+8
b) [4|=V22+4=V20 }:>c05a—7—0:>a—90°
V| = V(-4 +2*°=V20 V20V20

Verifica que {u = (1, 3), Vv =(—1, 2)} es una base y halla las coordenadas del vector w = (3, 5) con respecto a esa base.
1 3
Como Y * EY entonces tienen direcciones distintas y, por tanto, forman una base del plano.

Se quiere hallar a y b para que se verifique la igualdad w =a- U + b V. Sustituyendo los datos del enunciado, resolviendo las

- . - . a—b=3
operaciones e igualando, se llega al siguiente sistema:
3a+2b=5
—4
La soluciénes:a=—yb=—
5 5

Determina el vector AB siendo A(—2, 0) y B(—4, 2) . Ademas:
a) Halla un vector para que formen una base del plano.

b) Busca otro vector para que la base sea ortogonal.
Se halla el vector formado por los puntos Ay B:
AB=0B— OA=(—4,2)—(~2,00=(~2,2)
a) Para hallar una base formada por el vectorXE, hay que buscar un vector linealmente independiente.
Por ejemplo, el vector u = (3, 1).
b) Se tiene que buscar otro vector para que la base sea ortogonal.
Por ejemplo, se toma el vector v = (1, 1).

Dada la base de vectores {u = (2, 3), V= (-3, 2)}
a) Comprueba que la base es ortogonal.
b) Reescribe la base para que sea una base ortonormal del plano.

1 3 .
a) Como — * Ey u-v=2-(—3)+3-2=0,ambos vectores forman una base ortogonal del plano.

b) Para reescribir la base a una ortonormal, hay que normalizar los vectores.
2 3 - 2
U] =V22+3*=Vi3=x= ( —) V| =V(=3P+22=V13=y= (——)
V13 V13 V13 V13
Halla las ecuaciones de la recta que pasa por A(—1, 3) y tiene a v = (2, 1) como vector director. Calcula, ademas, la recta perpen-
dicular que pase por ese punto.

En la siguiente tabla se recogen las ecuaciones:

VECTORIAL wy)=(=13)+ A2 ) VAER GENERAL X=2+7=0
) _ . 17
PARAMETRICAS Y=y R EXPLICITA y= e+l
y=3+\ PR
+1 -3 1
CONTINUA ul = yT PUNTO-PENDIENTE y=3=b+ 1)

La recta perpendicular pedidaes: (x +1,y—3)-(2,1)=0=>2x+y+2-3=0=>2x+y—1=0

Calcula la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(1, 3) y B(0, 1).
Partimos de la ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos, hallando la ecuacién continua de la recta. Después se despeja para
obtener la ecuacién general:

x—1 y—3 x—1 y—3

= = =2—-y+1=0
0—-1 1-3 -1 -2

6. Geometria analitica en el plano @



7. Dadalarectar:x+3y—5=0 yel punto A(—2, —2), calcula:
a) Laecuacion de la recta paralela a r que pasa por A.
b) Laecuacion de la recta normal a r que pasa por A.
a) Una ecuacion de la recta que sea paralela podria tener los mismos coeficientes de la recta r:
ssx+3y+C=0
Se impone que la recta s tiene que pasar por el punto A(—2, —2) y obtenemos el valor de C:
(=2)+3-(-2)+C=0=>C=8=s:x+3y+8=0
b) La recta perpendicular o normal de la recta verifica la ecuacion:
(=3, 1) x+2,y+2)=-3x—6+y+2=0=-3x+y—4=0
& 8. Calcula el rea del triangulo cuyos vértices son: A(1, 3), B(5, 6) y C(0, 3)
El area del tridngulo corresponde a la formula: A = bz—h
La base es la distancia entre dos vértices, esto es: b = d(A, B) = |ZE‘ =V16+9=5
Se halla la ecuacion general de la recta que pasa por Ay B:AB = (4,3)= 3x— 4y+C=0=3-1-4-3+C=0=>C=9
Luego, la recta tiene ecuacidon s:3x —4y +9=0
3-0-4-3+9] 3
Neer

La altura es la distancia entre el punto Cy la recta s, es decir: h =

3
5- E
Entonces, el drea es: A = - =1,5u’

& 9. Hallaelcircuncentro del triangulo con vértices: A(1, —3), B(1, 1) y C(3, —1)
Se calculan las mediatrices de los lados del tridngulo.
AB=(0,9)yM,(1,-)=m:y=—1

—

BC=(2,—2)yM,(2,0)=myx—y—2=0

X—y=2 x=1
Para hallar el circuncentro, se resuelve el sistema de ecuaciones: [ y=—1 = {y —

El circuncentro es el punto C(1, —1).

10. Calcula el punto simétrico de P(3, 5) con respecto a la recta r: x — 4y = 0.
Se calcula la recta perpendicular a r que pasa por el punto P.
(x—3,y—5:41)=0=>4x—-12+y—-5=0=4x+y—17=0
x—4y=0 x=4
Se halla el punto de intersecciéon de ambas rectas: {4)( +oy=17 = {y= 1

Dicho punto es el punto medio del punto Py su simétrico.

at3 b+5 a=>5
Asi pues: (4, 1) = | ——, ——
si pues: (4, 1) ( A )i{b_%

& 11. Dados los puntos A(1,4), B(2, 1) y C(6, 1). Halla:
a) Elvértice D para que ABCD forme un paralelogramo.
b) El area de dicho cuadrilatero.
a) El vectorZEy el vector DC son vectores equipolentes. Por consiguiente:
—_— — x=5
AB=DC=(1,—3)=(6—x,1 —y):>{y_4

b) La base del paralelogramo es la distancia entre el punto Ay el punto B.
d(A B) = [AB| =V1+9=V10u
La altura es la distancia entre dos rectas paralelas, que se calcula como la distancia del punto C a la recta que pasa por Ay B, cuya
ecuacionesr:3x+y—7=0.
|3‘6+1 —7| 12

9+1 V10

h=d(D,r =

12
Finalmente, el dreaes:A=b-h=V10-—— =12 U
V10




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Apple RGB)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (None)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 100
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 100
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 100
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K 0
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /ESP (Digital Version - jose.dominguez@oup.es)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName <FFFE5B0041006C007400610020007200650073006F006C00750063006900F3006E005D00>
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


