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B Describe las siguientes ramas:
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Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

LIMITES DE FUNCIONES.

lim  f(x) =3

X = +oo

Iim  f(x) no existe

X —> +oo

lim f(x) =3

X —> +oo

lim  f(x) = +oo

X —> +oo

lim  f(x) = —oo

X —> +oo

4




lim  f(x) = +oo

X —> —o0

g /\
lim f(x) = =2
_/ \ X — —oo

w Of

17 ()=+oo

7 e

/ @ .
©)

D :
R 10,
//@\ ©) f:”er(x) =5
lim f(x) =2
/ : \ @ xl:n4+fx
1))

lim f(x) = -2
\ E x—2
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1.Si u(x) > 2 y v(x) >3 cuando x — +, calcula el limite cuando x — + de:

a) u(x) + v(x) b) v(x)/u(x) ©) 5%
) Vo) e u(x) - v(x) £) Vu(x)
, B B - v _ 3
b S 2oy i 25D
o lim 54#® =52 = 25 ) Iim Nv(x) no existe
X —> +oo X —> too
o) lim [u@) v =2 (3)=-6 f lim NuGo = V2
X —> +oo X —> too

2.8i u(x) >-1y v(x) > 0 cuando x — +, calcula el limite cuando x — + de:

a) u(x)—v(x) b) v(x) — u(x) o) v(x)/u(x)
d) log, v(x) &) u(x) - v(x) £) Vu(x)
a) Ifim [ulx)—vx)]=-1-0=-1 b)) lim [v(x)-ux)]=0-(-1D=1
X —> +oo X —> too
LG 0
9 xlin:l-oo u(x) - -1 0

d)  lim logyv(x) = {—oo si v(x) = 0"
X —> Hoo no existe si v(x) = 0

e Iim [ulx) v=-1-0=0

X —> +oo
)y lim 5\lu(x V1 =41
X —> +oo

Pagina 132

3. Indica cuales de las siguientes expresiones son infinitos (+=) cuando x — +co:

a)3x5—Vx +1 b) 0,5* ©) -1,5%
d) log,x e)1/(x3+1) f) Vx
g) 4~ h) 4~ i) —4~

) lim Bx>—Vx +1) =40 — Si

X = +oo

b) lim 05*=0 — No

X > +oo

¢ lim (<15 =—-o — Si

X — +oo

d) lim logyx =+ — Si
X —> +oo
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e) lim 1

Xx— oo x3 + 1

£) lim Vx =+ — Si

X —> +oo

g) lim 4%=+4c0 — Si

X = +oo

hy lim 4%=0 — No

X = +oo

D lim —4¥=-0 — S§i

X —> oo

=0 — No

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

log, x

lim

X — +oo \/;

a) 4% 1,5 3x° x?

b) [lim

i

5
lim BL
X — +oo 2

o Ax

X = +oo 1,5%
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5.

x5 p
m = lim
X = too X

logr x

= +oo

Vax

X —> too lan

logrx

. a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:

Vx  x% 3x5  1,5%

Sabiendo que, cuando x — +eo, f(x) — +oo, g(x) > 4, h(x) > —oo, u(x) — 0,
asigna, siempre que puedas, limite cuando x — +e a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x)
d) f(x)*

8) f(x)/b(x)
P u(x)/b(x)
m) g(x)/u(x)
o) x+ h(x)

b) f(x)f(x)
e) f(x) - b(x)
h) [-b()]"®
K) f(x)/u(x)
n) x + f(x)
p) b(x)P®

) lim (f(x) = h(X)) = +o0 — (—00) = +o0 + 00 = +oo
X = +oo

b) lim f(x)f(x) = (+°°)+oo = too

X —> 400

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

o) f(x) + b(x)
) u(x)»@®

D g()P®

D b(x)/u(x)
i) f(x)h(x)
Qx>



o) lim ( S + b(x)) = 400 + (—0) — Indeterminado
X = +oo

d) lim f0)F = +00"F = +oo
X —> +oo

@ lim (f@) h@) = 4o (-o0) = —en

£  Im uC)*™ =00 — Indeterminado

X = Heo
g lim % =™ 5 Indeterminado
X — +oo [ —oo

h  lim [~h ()P = [+eo]=* = 0

X —> 400

D lim goPW =4-==0

X —> oo

. Ii ux) _ 0 _

D b T Ze O
T ACO R

S

D lim PO —e
x40 () (0)

m) [lim g _ 4 = too

X e u(x)  (0)

n)  lim (x+ f(x)) = +oo + (+00) = +oo
X —> +oo

) lim o [P = (+0)=* = 0
X —> +oo

o) lim (x+ h(x)) =+ +(=0) — Indeterminado
X = +oo

p) lim h(x)P® = (-e)"= — No existe
X — +oo

qQ  lim x™ = (+0)™ =0

X = oo
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6. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 5 (pagina anterior).
Di cuales de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x) o) f(x)y @ D) f(x)?®
e f(x) u(x) £) u(x)?@® o) [g(x)/4/™ h) g(x)/™

a)  lim ( S + b(x)) = +o0 + (—o0). Indeterminado.
X —> +oo

b) lim A X Indeterminado.
x— +o0 H(x) —oo

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad o



o lim fx)P® = (+00)** = +oo
X = +oo

d) lim f(0)P@ = (+00)== =0

X > +oo

e lim f(x) u(x) = (+e) 0. Indeterminado.
X = +oo

6 m u@)P® =07 = +eo
X —> +oo

g lim . Indeterminado.

X —> oo

g(4x)}fw .

h) lim gy @ = 4% = +oo

X — +oo
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1. Calcula los siguientes limites:

4 4 _
a) lim 3% =6x+1 b) tim ¥ =6x+1
x -+ 5x3 +3x2 x - +o0 —5x3 + 3x2
2 4 _
o) lim 6x°—3x d) lim S5x%—6x+2
Xx— e  XI+1 x>t Jxt+a—1
4 4 _
2l DXizoxr+l by I SXimOx+1
x> e 5x7 + 3x? X — 4o =53 + 3x2
2 4 _
o lim 6x—3x=0 d Iim Sxt-6x+2 5
X 4o X+ 1 x> 4o BT+ x4 1 3
2. Calcula:
2 2
a) fim BX*rD(x-Dx b) fim BXFD°x
x>+ x3I—(x+3)3 x>+ X3—10x
3_ V83 —5x
O lim ¥ SOX*3 D m 2
X — +oo x“—-2x 3x
D i Bxt D*x—Dx _ . Oxt — 3x3 — 542 — x _
x>t X0 —(x + 3)? x = Hoo X0 — (X3 + 9 + 27x + 27)
— im x4 —3x3 —5x2 —x
x = 4eo x5 — (x3 + 9x% + 27x + 27)
b) lim (Gar 1x = lim 90+ oxt =9
X+ X3 —10x X —> +oo x3 - 10x

_ X -5x+3
o lim —5 5 = +teo
X —> +oo X —=2x

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



- 8wd —5x - 8ad ) 2x 2
(D lzm —_———— = Zlm —_— = hm = —
X —> +oo 3x X —> +o0 X X— 4o X 3
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3. Sin operar, di el limite, cuando x — +, de las siguientes expresiones:

a)(x2-V2x+1) b) (x2 — 2%) AVaZ+1 —Vx
d) 3% - 2% e 5% —Vx8 -2 ) Va — log,
) lim (x% - V2x + 1 ) = +oo b)  lim (x? = 2%) = —o0

X —> +oo X —> oo
O tim (NxZ+1 -Vx) =+ A lim (3% =2%) = +oo

X —> Foo X — +oo
e lim (57 -V =2) = +oo £ 1im (Nx — logs x) = +eo

X —> +oo X — too

4. Calcula el limite, cuando x — +, de las siguientes expresiones:

a) 3x3+5 4x3—u« b) x> x o 3x+5  x*-2
x+2 x—2 2x2+1 2 2 x
X —5x+1 ﬂ)x (x_z )x2+x
D (x+5) e)(2x+1 D=3
) , 323 +5 _4x3—x)= B+ —2) - (U -0+ 2)
2 XIL”L, x+2 x—2 xli"iw (x+2)(x—2)

3t — 6% + 5 — 10 — 4ot — 8x3 + X% + 200 _

= [lim
X —> +oo .X'2—4
- x4 = 1403 + x2 + 7Tx - 10 _
= lim . =_
X —> +oo X% -4
3 3 _ 2 3 _ 3 _
b lim ( X _£)= i 22X —xQx?A D o 200 -2x5 —x
X = +oo \ 202 + 1 2 X = +oo 202x% + 1) X = +oo 4x% + 2
= lim =X =90
X o +oo 4X2 4 2
2 _ 2 a2 2
o lim (5x+5_x 2)= i DXTASX—2xt 44 . X HSx
X —> +oo 2 X X —> +oo 2x X —> +oo 2x

D dim o+ 5T = (400) " = 4o

X — +oo
o (35 (3)7 2
e)xli”im(Zxﬂ) (2) v
2
, x—=2 VY 1\
=[=] =0
f) xlinz-oo(ZX—?)) (2)

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

4:

+oo
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1.Hallael Iim de las siguientes expresiones:

X —> —o0
4 3 _
a) 5x%*—6x+2 b) Vx°—5x+3
3xt+x—1 x2-2x
) _osxt_6x+2 ., sxt+6x+2 5
a Iim ———— == Iim ===
x> 3P+ x—1 xote 3xt-x-1 3
_ Va3 —5x+3 V=3 +5x + 3
b lim ——— = Iim —=
X > X2—2x X—>tee X2+ 2x

No existe, pues el radicando toma valores negativos cuando x — —eo.

2.Hallael Iim de las siguientes expresiones:

X —> —o0
2 _ 3 3_
a)‘\/x 5x+3 b)?)x +5 4x3-x o) 3%
3x—2 x+ 2 x—-2
_ x2-5x+3 Vx? +5x + 3 X2
a lim ————— = Iim —=—=" li
X — —oo 3x—2 X — +oo —3x — 2 X = +oo —3X
- -1
_x—)+oo_5x 3
3 3 _ _ 243 _ 43
by zim (3X0E5 _ Ax x)= h,m(Sx +5 4’ —x)
X — —oo x+ 2 x—=2 X = +oo X+ 2 X =2
- im 3t = 5x + 6x3 — 10 — 4ot + a2 + 8x3 — 2 _
X —> +oo x?—4
- i =t + 1403 + X% - Tx - 10 _
X — +oo x2—4
O lim 3= lm 3¥= lim =0
X ——oo X — +oo x — +oo 3%
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1.Si lim f(x)=3 y lim g(x)=2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1 de
x—1 x—1

las siguientes funciones:

. S
a) f(x) + g(x) b) f(x) - g(x) PTE))
d) f(x)8 e) Vg(x) £) 4f(x)-5g(x)

a) lim (f(x) +gx)=3+2=5
x—1

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad o



b) lim (f(x) - gx)=3-2=6
x—1

o) lim &
x—1 g

3

2

d) lim f(x)8W =32=9
x—1

e) lim Ng(x) = V2

x—1

f) zfm1 (41 (x) = 5g(x0)) =12 =10 = 2
x =

2.Si lim f(x)=1y lim g(x)=m, entonces lim [f(x)+ g(x)]=1+m.

X —a X —a X —a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notacion adecuada.

Si lim fx)=1vy Ilim g(x)=m, entonces:
xX—da xX—d

D lim [f(x) + g =1+ m
xX—d

2) lim [f(x) — g0l =1-m

xX—d

3) lim [f(x) - gl =1-m
X —>ad

4) lim &=L (Si m=0).
x—a 8x) m

5)Si f(x) >0, lim [f(x)g(x)] = m
xX—d

6)Si n esimpar,osi n espary f(x) 20 — [lim YV'lf(x =7

X—da

7Si a>0y flx)>0, lm [log, f(x0)] = logy I
X —>a

3.S8i lim p(x) =+, lim q(x) =+, lim r(x)=3 y lim s(x)=0, di, en los casos
x—2 x—2 x—2 x—2

que sea posible, el valor del Zim de las siguientes funciones:
x—2

(Recuerda que las expresiones (+)/(+x), (+) — (+), (0) - (+), (D),
(0)/(0) son indeterminaciones).

r(x) px)

a) 2p(x) + g(x) b) p(x)-3q(x) ) e d e
s (x) p(x) . o

© q(x) £ q(x) g s(x)-p(x) h) s(x)

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 0



i ] 3- s(x)
I)P(x)’"(x) i) r(x)s(x) K) s(’::)x) D r(sx)]
m) r(x)P n) r(x)~4™ i) ( r(?,x) )p ) 0 ( r(sx) )—11 (x)

a)  Iim [2p(x) + q(x)] = +oo + (+00) = +oo
x—2

b) lim [p(x) — 3g(x)] = +eo — (+e0). Indeterminado.
x—2

C) lim @:i:@
x—>2 px) oo

pLo

d -
D x—2 p) x—2

e) lim s _ 0 0
x—2 qx)  +eo

) lim @ = 2‘ Indeterminado.
x—>2 qx)  +eo

2) [s0) - p0)] = 0 - (+o0). Indeterminado.

lim
x—2

h)  lim s(x)"™@ =03=0
x—2

D lim p)" ™ = +e03 = +oo
xX—2

D lim r(x)s@ =30 =1
x—2

- 3-rx) _3-3
] -
k) x’fz s(x) )

= % Indeterminado.
D lim (—V(X))m -10-1
x—2 3

m) lim r()P® = 3% = +oo
xX—2

n) lim p(x)4%) = 37> =
x—2

()
n)  lim (r(x) )px = 1*°. Indeterminado.
x—2 3

B —p(x)
0) lml2 ( 7’(396‘)) P 1=, Indeterminado.
x =

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 0
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4. Calcula los limites siguientes:

o ad3-2x2+2x+5 ; xX3—5x+1
a) lim b) im ————
x—-1 x2-6x-7 x—4 X3+ 2x2%23x
) lim X2 +2x+5 _ ypn ot D2 -3x+5) _
x—-1 x2—6x-7 x—-1 x+Dx=7)
= Iim x?—3x+5 -9 .
x—-1 x—-7 -8 8

by lim x3-5x+1 _ 45 _ 15
x—4 x5+ 2x2 - 3x 84 28

2 _ 3
5. Calcula: lim (x Sx+2_ x +2x+1)

x>0\ x2+2x x3+x
iim (x2—5x+2_x3+2x+1)= iim (x2—5x+2_x3+2x+1 _
x>0\ x%+2x X3+ x x>0\ x(x+2) x(x? + 1)

— lim 2+ D% =5x+2) —(x+2)3 +2x + 1) _
x=0 x(x+2)x? + 1D

i X5+ 2w v xt —Sx 4 2-xt - 2xP—x- 200 —dx -2 _
x—0 x (e + 2)(x% + 1D

L I+ x?—10x _ . x(Tx?+x-10) _
lim = lim =
x—=0x(+2)x2+1) x—0 x(x+22+ 1D

i —Tx?+x-10 _ -10
m =
x>0 (x+2)(x2+ 1 2-1
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabemos que lim f(x) =+, lim g(x)=—y lim b(x)=3.
X

—> +oo X —> +oo X —> +oo

-5

¢En cuales de los siguientes casos hay indeterminacion para x — +oo?

En los casos en que no la haya, di cual es el limite:

) f(x) + g (x) b) g(x) + b (x) EYAC
b(x)
@/ O [h ()] ) [3— b (D] - f(x)
g(x)

) lim (f) +g)) = lim (f))+ lim (g(x)) =+ + (—o0) =
X —> +oo X

X —> +oo — +oo

= +oo — (+e0) — Indeterminacion.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 0



b tim (gCo + b)) = lIim g+ lim h(x)=—co+3=—oc0

o X —> Foo X —> +oo
) feo
C) l’ —— = —— = +oo
) dim f(X)' == — Indeterminacion.
x> 40 8(X)  —o0
&) lim horw=3-==_1 _
X —> oo 3+oo

) Iim B-h] - f(x)=0"(+e0) — Indeterminacion.
X —> +oo

2 Calcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

_2x+5 _10x-5
) f(x) = ——= b) g(x) il
2 3
1) h(x)=u di(x)= 2 12x
2x+3 7 +5x3
a) lim 2x+5 lim —2xt5 )
X — —oo 2—-x X — +oo + X

b im 1=3 - g
x——c x°+1

2 2
3x"—4 _ g 3x°—4

o lim = —oo
X — —o0 2x+5 x—)+oo—2x+3
3 3 _
A dim X2 gy, o2 L
x——o 7+ 5x3 X —teo 7 —5x3 5

3 Calcula los siguientes limites:

V3x2 5x2-7
a) fim X rox b) tim =
x>+ 2x+1 X —> +oo x+1

o 1 Ltx d tim X

x>t 2X—3 x>+ Va3 + 2
\3x? + 6x Vzx 3

o fm =TT Mmoo T
) 52— 7
b)xl_z:rioo ~+1 -

_ 1+Vx
o) lim =0
X — +oo 2x_3

D lim —X
X— 400 \xd + 2

=0

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



4  Calcula estos limites:

2
X = oo N> to €
2
o Ilim (Nx2+x —Vx+7) d) lim In(x*+1)
X e X — +oo X

a) lim (¥ —x3) = +oo
X — +oo

2
b m XL
X

X—> o0 €

o Iim (Nx2+x —\x +7) = +eo

X = +eo

2
4 lim l”(xx—+1):0

X = +oo

5 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obte-

nidos:

a) lim (0,5+1) b) lim 2**1
X —> —o0 X — —oo0

D lim 055+ 1D = lim (0,5 + 1) = +oo N
X —>—oo X = +oo

b) lim 2¥*1= Iim 2%x*l=9

X —> —oo X —> too 4/

6 Sabiendo que:

lim p(x) =+ lim q(x)=—
x—2 x—2

lim r(x)=3 lim s(x)=0
x—2 x—2

di, en los casos que sea posible, el valor de los siguientes limites:

D tim S b) tim [s(x) - ()]
x—2 p(x) x—2

o) lim [s(x)P® d) lim [p(x)-2q(x)]
x—2 x—2

. R

x—=2 pXx) +oo

b) lim [s(x) - q(x)] =0 (=) — Indeterminado.
x—

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 6



o lim [sQO)PE@ =% =0

x—2

d) lim [p(x) — 2g(x)] = +o0 — 2 (—o0) = +oo + (+o0) = +oo
x—2

7 Calcula:
2
a) lim (x +3—l) b) lim 2 - 1
x>0\ x3 xo1l(x=12 x(x-1)
, 2+3 1 o x?+3-x7 _ 3 3
a) lim (x ——)= lim —————— = - =
x—0 x5 X x—0 x3 x—=0 x0 )

Hallamos los limites laterales:

lim i=—¢><>; lim 2 = oo,
x—0- X3 X0t X3

b) lim — — g XDy, 2Xoxr L
x->1[(x-1D?* x(x-1 x—>1 x(x—1)72 x—1 x(x—1)?

im _xrl 2
x->1lxx-12% 0

Hallamos los limites laterales:

_ x+1 _ x+1
lim ————— = +oc0; [im ————— = +oo,

x—=1" x(x —1)? x—1* x(x — 1)?

8 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +oo:

5x2-2x+1 x+1
a X)=——— b X) =
) f(x) Gx— 12 ) 8(x) log x
X
O b(x) =312V & iCx) = >
V2x +1 2¥+1
2 2 _
D lim Sx%—2x+1 _ lim 5x 2x+1 _ 5
x>+ (2x—1)? Xt 4% —4x+1 4
x+1
b) lim = +oo

3+2Nx 0 2Vx 2 22 5

o) lim

xote \gpr 1 a—oe oy V2o 2

d) lim

x> 4o0 2V +

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



9 Calcula los siguientes limites:

a) lim (M_ﬂ) b) lim (2x+1)1—x
x oo\ X+ 2 X >t X—3
2 -1
c) lim (1,2""—&) d) lim (3x+4)x
X —> +oo x+1 x40\ 2X+5
) lim (xZ-SX_3_X)= im (2x2_10x_3X(X+1))=
oo\ X+ 1 2 X — +oo 20+ 1)
_ gy 2XP—10x-3a-3x o —a?-13x
X = oo 2x+ 2 x> 402X+ 2
1-x
by lim (2’”1) P B
x4\ X—3 2%

2
o lim (1,2”— SL) = +oo
X —> 400 x+1

x—1 +o0
& lim (3’”4) =(é) e
X —> 40\ 2X + 5
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10 cCalcula:

a) fim =D b) fim X=7x*6
x—>1 X—5 x—>1 x—-1
_ 3_2.2
O lim X tXx=2 A tim ¥ 3%
x—1 2x%2-2x x>0 x2-x
D g G20 g
x—>1 X-=5 —4
2 p— p—
b lim X =Tx+6 _ im -0 -1 _ lim (x—6)=-5
x—1 x—-1 x—1 x—1 x—=1
_ox?+x-2 _ (x+2Dx-1) _x+2_ 3
o lim ———= = MY = Iim =2
x—1 2x%-2x rx—os1 2x(x-1) x 1 2X 2
d limM= h’mw= hmM:i:o
x>0 X2-x x—0 xX(x—=1)  ys_0 x-1 -1

11 Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

6—-x six=>2

a)f(x)={3x_2 si x<2 b)f(x)={x2_1 si x<2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

2x+1 si x>2
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a) lim fx)= lim Bx-2)=4

x— 2" x—2"
lim fG) = lim (6—x) =4 f(x) es continua en x = 2,
x—2* x—2" puesto que lim [f(x) = f(2).
x—2
f(Z) =6-2=4% J

by lim 0= lim (2-1)=3 ]
X =2

Xx—2" S(x) mno es continua en x = 2,

P , i lim ().
lim fx) = lim (2x+1)=5 | Puestoque no existe
x> 2+f x— 2" X2

12 Estudia la continuidad de estas funciones:

a)f(x)={2x si x<2 b)f(x)={1/x si x<1

si x=2 2x—-1 si x21
a)eSi x#2 — Escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

eEn x=2: lim f(x) = lim 2*=4

X — 2" x— 27
lim fGo) = lim 4=4 JS(x) es continua en x = 2
x—2" x—2"
J2) =4

Por tanto, f(x) es continua en todo R.

b) El dominio de la funcién es D =R - {0}.
eSi x#0 y x#1 — La funcién es continua.

e En x = 0: Es discontinua, puesto que f(x) no estd definida para x = 0. Ade-

mads, [lim f(x)=-c y [lim f(x)=+e. Hay una asintota vertical en x = 0.
x—0" x— 0"

eEn x=1: lim f(x) = lim Ly
x— 1" x—1" X
f(x) es continua en x =1,

fim o= lim (x=D =1 " sl fo = £,
x—1

x—1
JH=2-1-1=2-1=1
PARA RESOLVER

13 a) Calcula el limite de la funcion f(x) cuando x — 0, x — 2, x — 3,
X — +oo, X — —oo;

flx)=_*¥=3

x2-5x+6

b) Representa graficamente los resultados.

- xX-=3 _ x-3
= e T oA D

P -3 _ -1
/ = =
K zmof(x) ¢ 5

1 1

li = lim —— = —.
xTZf(X) xznz X =2 (0)
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los limites laterales:  lim f(x) = —oo;  lim f(x) = +oo
X— 2" x— 2"

_ _ 1
im f(x)= lim —— =1
x—>5f x—3X—2

lim f(x)=0; lim f(x)=0

X —> +oo X —> —o0

b)

-9

2

14 a) Calcula el limite de la funcién y =
x“—3x

esta definida.

en los puntos en los que no

b) Halla su limite cuando x — +«~ y cuando x — —co.
c) Representa la funcioén con la informacién que obtengas.
d) ¢Cuales son los puntos de discontinuidad de esta funcion?

a) El dominio de la funcién es: D =R - {0, 3}, pues el denominador se anula en:

x2-3x=0 — x(x-3)=0 x=0
x=3
y = x*-9 _ (x+3)(x-3)
x% - 3x x(x—3)
lim X*r3_ 3
x—0 X )
Hallamos los limites laterales:  /im x*3 =—o0; [im X3 e
x—=0" X x>0t X
lim x+3 =£=2
x—3 X 3

b) lim er3=1; lim erS=1

X — 4o X X——o0 X

9
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d) La funcioén es discontinua en x = 0 (tiene una asintota vertica) y en x =3 (no
esta definida; tiene una discontinuidad evitable).

x4 —3x3 + 2x2

15 Seala funcién f(x) = >
x

- X

a) Calcula: lim f(x); lim f(x); Ulm f(x); Uim f(x)
x—1

x—=0 X —> +oo X —>—o0
b) ¢Cual es la funciéon que coincide con f(x) exceptoen x=0 yen x =17
c) ¢En qué puntos no es continua f(x)?

_xt-3d e 2 x2e-2(x— 1)
S x?—x x(x -1

a) lim f(x) = lim [x(x-2)]=0

x—0 x—0

lim f0) = lim [x(x—-2)]=-1

x—=1 x—=0
lim [f(x) = +o
X — +oo
lim  f(x) = +oo
X ——oo0

b) g(x) = x(x - 2) = x? — 2x

OEn x=0 yen x=1. La funcién no estd definida en estos valores (hay
discontinuidades evitables).

2 —
16 Calcula el limite de la funciéon f(x) = d > xS cuando x -0, x> 2 vy

x = 2. 2x%—

o lim fo=-"2=0

x =0 -8
e lim f(x)= i. Hallamos los limites laterales:
x =2 ()

lim f(x) =—co; [im [f(x)= +oo

X =2 x— 2%
e Jim f(x) = ——. Hallamos los limites laterales:
x— -2 ()

lim f(x) = +eo;  [im f(x)=—oo

X — -2 x — =2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 0



17 Calcula el limite de la funcion f(x) =2 + 'f I cuando x — +o, X > —o y
x
x — —1.

e Iim f(x)=2+1=3

X —> +oo

e lim fx)=2+1=3

X —>—c0

e lim f(x)=2+ —L " Hallamos los limites laterales:
x—=>-1 (O)

lim f(x) = +eo;  [im [(x) =—oo

x—-1" x—-1*

18 cCalcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

a)f(x)={x+1 si x<2 b)f(x)={x+k si x<0

k—x six>2 x2-1 si x>0
a) ® Si x# 2, lafuncion es continua.
eEn x=2:

lim f()= lim (x+1 =3

x— 2" X — 2"

Iim fx)= Ilim (k—x)=k-2 Para que sea continua, ha de ser:
x— 2" x— 2% k—2=3 > k=5
f2=2+1=3

b) e Si x# 0, la funcién es continua.

eEn x=0:
lim flx)= lim (x+k =k
x— 0 x—0"
lim f(x)= Ilim (x*>-1)=-1 Para que sea continua, ha de ser: k= -1
x—0" x— 0"
fO=0+k=F

19 Calcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea con-
tinua:

ﬁ si xz1 _x2—1 ix<1
a)f(x) =] x—1 b f)=4 x=1 ¥

k si x=1 k si x>1

a) eSi x# 1, lafuncion es continua.

eSi x=1:

, , S| 3t x+ Dx-D
lim (o) = lim & = Ilim =
x—>1f x>1 x-1 x—1 (x-1
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= lim B3 +xt+x+1)=4
x—1

S =k

Para que sea continua, ha de ser k= 4.

b)Para x# 1, f(x) es continua.

Para que f(x) sea continua en x =1, ha deser [lim f(x) = f(1):
x—1

lim f(x) = lim = [lim GrDE-D _ Iim (x+1) =2
x— 1" xo1 X1 x> 1" (x-1D x—=1"

lim fx)= lim k=k
x—1" x—1*
S =k

Ha de ser k= 2.

20 Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los dis-
S tintos valores del parametro a:

a) f(x) = { x

2+ axsi x<2 eax si x<0
b x) =
P ) f(x)

2 six>2 x+2a si x>0

a) e En x# 2, la funcién es continua.
eEn x=2:

lim f(x)= lim (x*>+ax) =4+ 2a
X — 27

x— 2"
lim f(x)= lim (a-—x>=a-4 Para que sea continua, ha de ser:
x—2% x—2%

4+2a=a-4 — a=-8
J( =4+ 2a

Por tanto, la funcion es continua si @ = -8, y es discontinua (en x = 2) si a#-8.

b) e En x # 0, la funcién es continua.

eEn x=0:
lim foo = lim e® =1 ]
x—0 x—>0"

lim f(x)= Ilim (x+ 2a) =2a} Para que sea continua, ha de ser:
x— 0" x—0* 1
1=2a — a-= >

fO=1 |

. . . . . . 1
Por tanto, la funcion es continua si @ = —, y es discontinua (en x=0) si a# —.

L
2
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Estudia la continuidad de esta funcion:

|x+2] si x<-1
J(x) =19 x2 si-1<x<1
2x+1 si x>1

eSi x#-1 y x#1 — lafuncion es continua.

e Si x=-1:

lim fo= lim |x+2]|=1
1~ x—-1"

X -
lim  f(x)= lim xr=1 La funcion es continua en x = —1.
x—-1* x—-1*
SED =1

eSi x=1 — No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(D).
Ademais:
lim fQo)= lim x?*=1

x—=1" x—1"
La discontinuidad es de salto (finito).

lim fo= lim Qx+1) =3
x—1"

x—17

Estudia la continuidad de las siguientes funciones, represéntalas
graficamente y di cudles son sus limites cuando x — +oo y x — —co.

1 si x<0 3x—x2si x<3
Af()=9 x+1 si0<x<1 bf(x)=7 x-3 si3<x<6
x2-2xsi 1<x 0 si x>6
1 si x<0

ADf)=49 x+1 si 0<x<1
x2—2x si 1<x

e Continuidad:

— Si x#0 y x#1 — Es continua, pues esta formada por
funciones continuas.

—FEn x=0 — lim f(x)= lim 1=1

x =07 x—=0"

lim f(x) =1
im f(o) = lim (x+D=1| x>0
x—0* x— 0"

No existe f(0).

Hay una discontinuidad evitable en x = 0.

" 4



lim f) = Ilim (x+1) =2

x— 1" x— 1"

—FEn x=1 — lim fQo = Iim (x*—2x) = -1
x—1* x—1*

S =-1

Discontinuidad de salto finito en x= 1.

o lim [f(x)= lim (x*—2x) =+

X — +oo X = +oo

lim f)= lim 1=1

X —>—oo X —>—o0
e Grafica:

|
2
Ax—x? si x<3

b)f(x) =4 x-3 si 3<x<6
0 si x=6

e Continuidad:

— Si x#3 y x#6 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

lim f(x) = Iim Bx-x%)=0

X — 3 x =3
— En x=3 — lim f(x)= lim (x—3)=0 lim f(x) = f(3)
x— 3 x— 3t x—3

JB3 =0
Jf(x) es continua en x = 3.

lim f(x)= lim (x-—3)=3

x— 6" x =6

—FEn x=6 — lim f(x)= lim 0=0
x— 06" x— 6"

f(6) =0

Discontinuidad de salto finito en x = 6.
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e im fGo= lim 0=0

X —> +oo X —> too
lim fQoO = Ilim (Bx—x?)=—-co
X — —o0 X — —oo
e Grafica:

= oW

23 Representa graficamente la funciéon f(x) y estudia su continuidad:

S
J(x) = {

—x2+5xsi 0<x<5
x—-5 si 5<x<10

_Jx?+5x si 0<x<5 L
S = {X—S G 5<a<10 Dominio = [0, 10]

e Continuidad: Si x € [0, 5) U (5, 10], es continua, pues estd formada
por funciones continuas.

lim fQo) = lim (—x*+5x)=0 lim f(x) = f(5).

X =5 X =5 xX—=5
En x=5 — Iim fx) = lim (x-5 =0 Es continua
x— 5" x =5
JG)=0
e Grafica:

[©)

L QG b
T~
—

uiy
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24 Dada la funcion:
iz +b si x<-1

SO =332 4 6i 1<x<1

—x3+8si x>1

calcula el valor de b para que f(x) sea continua en x =-1.;Es continua
en x=1?

iz+b si x<-1
X

JOO=332404 s -1<x<1

23 +8 si x>1

e Para que f(x) sea continua en x = -1, ha de tenerse que:

lim f(x) = f(=1)

x—>-1

lim f(x) = lim (iz+b)=1+b

x —=-1" x—=-1"\x

lim fQo)= lim GBGx*+4) =7 Ha de ser 1+ b=7; es decir, b=6.
x—-1" x—-1"
JED=1+b

e Veamos que la funcién también es continua en x = 1:

lim fo = lim BGx*+4)=7 lim f(x) = f(1)
x—1

x—1" x—=1"

lim f(x)= lim (x3+8)=7 f(x) es continua en x =1
x—1F x—1"
S =7

25 Representa, estudia la continuidad y halla los limites para x — +o y x — —oo
de la funcion:
2% si x<1
SJ(x)=12 si 1<x<2
—x%+4x si x>2

2% si x<1
S =42 si 1<x<2
%+ 4x si x>2

e Continuidad:

—Si x#1 y x#2 — Es continua, pues esta formada por funciones
continuas.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad Q



lim f(x) = lim 2¥=2 lim f(x) = f(D.

x =17 x—1" x—1

—En x=1 - lim f(x)= lim 2=2 } f(x) escontinuaen x = 1.
x—1* x—1*
S =2

I
\S]

lim f(x)= lim 2

x =27 x =27

—En x=2 — lim f(x) = lim (=x*+4x) = 4
x— 2" x— 2"

J2=2
Discontinuidad de salto finito en x = 2.

e Iim fQO) = lim (=x?+ 4x) = —oo
X — +oo X —> too

lim fo= Iim 2¥=2""=0

X —>—oo0 X —>—oo

e Grafica: L

x2+2x+1si x<-1
Sea f(x)=12x+2 si -1<x<2
—x2+8x six>2

Estudia su continuidad y represéntala graficamente.
X2+ 2x+1 si x<-1
S =4 2x + 2 si —1<x<2
X2+ 8x si x>2
e Continuidad:

— Si x#-1 y x#2 — Escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

im [ = lLim P+2x+1D=0]| bhm [f(x) =D

x—-1" x —=-1" x—-1
— En x=-1 — lim f) = Iim Qx+2)=0 f(x) es continua
x—-1* x—-1* en x=—1.
JED =0

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad e



lim f(x)= lim Qx+2)=6

X — 2 X — 27

— FEn x=2 — lim f(x) = lim (—x*+8x) =12

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

e Grafica:
16
14 / AN
N4
\ 10
\ ; \
\ ‘ \
) \
\
N
-5 4 -3 -2 -1 4 3 7 8 10
ex si x<0
257 Dada f(x) =41 si 0<x<3

—x2+3x+2si x>3

Estudia su continuidad y represéntala graficamente.

e~ si x<0
S =41 si 0<x<3
—xZ+3x+2 si x=3

e Continuidad:

—Si x#0 y x#3 — Es continua (estd formada por funciones continuas).

[ tm fo = lim e =1 lim f(x) = f(0)

x—=0" x—=0" x =0
—En x=0 — lim f()= lim 1=1 f(x) es continua en x = 0.
x—>0" x—0*
| /(=1
[ dim fGO = 11
X =3 X =3
—En x=3 — lim [0 = lim (=x*+3x+2) =2
x— 3" x — 3"
Lf(3)=2

Discontinuidad de salto finito en x = 3.
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28

e Grafica:

W

I

Ll

(SN

\

El numero de individuos, en millones, de una poblacion, viene dado por lz
funcion:

2
P@) = 15—+t2 , donde t se mide en afios transcurridos desde # = 0.
@+

Calcula la poblacion inicial y el tamaifio de la poblacion a largo plazo.

P(0) = 15 millones de individuos

2
lim P = Ilim L+

17 = 1 millén de individuos
t — 4oo t — too -

Una empresa ha establecido para sus empleados un incentivo (en cientos de
euros) en relacion con el valor x (en cientos de euros) de lo vendido por
cada uno. Dicho incentivo sigue la funcion:

0,01 x si 0<x<100
S(x) = 30x

- 1 >
2x + 2300 si x>100

a) Estudiar la continuidad de f(x). Indicar si el incentivo recibido por un
empleado es sensiblemente distinto si el valor de las ventas es
ligeramente superior o inferior a 10 000 €.

b) ¢Cual es la cantidad maxima que un empleado podria recibir como
incentivo si sus ventas fueran muy grandes? Justifica tu respuesta.

a) Dominio = [0, +o0)

— Si x# 100 — La funcién es continua, pues esta formada por funciones
continuas en los intervalos definidos.

Iim fGo= lLim 0,0lx=1 (100 €)

x — 100~ x — 100~
— En x=100 — lim fx)=lim _30x 1,2 (120 €)
x = 100* x — 100" 2x + 2300

£(100) =1 (100 €)
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Hay una discontinuidad de salto finito en x = 100

Como Iim [f(x)# lim [f(x), elincentivo recibido por un empleado si es
x — 100~ x — 100

sensiblemente distinto si el valor de sus ventas es ligeramente superior o inferior

a 10000 € (x = 100).

_ _ 30x
b =
) dm S0 = i 50

=15 — 1500 €
30 Las conclusiones de un estudio establecen que el nimero de individuos de
s una determinada poblacion de una especie protegida vendra dado, durante
los proximos afos, por la funcion
15 000z + 10 000
1) =
S 2t+2
a) Tamaifio actual de la poblacion.

, siendo ¢ el nimero de afios transcurridos. Se pide:

b) ¢Coémo evoluciona el tamafio de la poblacion entre los afios 4 y 9?

c) Si esta funcion fuese valida indefinidamente, ;se estabilizaria el tamafio
de la poblacion? Justifica la respuesta.

a) f(0) = 5000 individuos.

SO -f&® 7250 -7000 _ 250
9-4 5 5

Aumenta en 250 individuos, lo que supone un aumento medio de 50 por ano.

b) TV.M. [4, 9] = =50

O lim f) = o 29000+ 10000

t—> +oo t—> +oo 21+ 2

= 7500

Se estabilizaria en 7500 individuos.
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31 Se ha investigado el tiempo (7, en minutos) que se tarda en realizar cierta
S prueba de atletismo en funcién del tiempo de entrenamiento de los
deportistas (x, en dias), obteniéndose que:

%‘;o, 0<x<30
T() = 1125
G—x-15) > *¥73°

a) Justifica que la funcion 7T es continua en todo su dominio.

b) Por mucho que se entrene un deportista, ;sera capaz de hacer la prueba
en menos de 1 minuto? ;Y en menos de 2?
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300

—_— 0<x<30
T(x) = x+ 30
¢+2 x> 30
(x—5)(x-15) ’
300

a) e La funcion y = es continua, salvo en x = -30; pero, como solo la

x + 30
consideramos en 0 < x < 30, serd continua en el intervalo (0, 30).

L 1125 .
e La funcion y= ———==—— + 2 es continua, salvoen x=5 yen x=15;
VT G- 19 Y
pero como la estamos considerando para x > 30, es continua en el intervalo

(30, +o0).
e Por tanto, si x # 30 (x e [0, 30) U (30, +oo)), la funcion 7(x) es continua.

e Si x =30, tenemos que:

lim TGO = lim 220 -5 ]
x =307 x—30 X+ 30
. l_z;n;o+ T(x) = ; l—l;ngo* % =5 ( T(x) escontinuaen x = 30.
T30) =5 |

e Por tanto, 7T(x) es continua en su dominio.

b) 7(0) = 10 minutos; vy, a mayor tiempo de entrenamiento, menos tardan en
realizar la prueba. Ademds:

_ _ 1125
T(x) = =2 +2|=2
Jim T= m |G TSk -15)

Por tanto, ningin deportista seria capaz de realizar la prueba en menos de
1 minuto ni en menos de 2 minutos.

32 Se ha comprobado que las pérdidas o ganancias de una empresa se ajustan a

la funcién y = 2x _24 , siendo x los afios de vida de la empresa (x>0) e y
en cientos de miles de €.

a) Representa la funcion.

b) ¢En qué afio deja de tener pérdidas?

c) ¢Estan limitados sus beneficios? Si lo estin, ;cual es su limite?
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a)

Ll

2x — 4
X+ 2

b)

=0 = 2x-4=0 = x=2 (ylafuncion es creciente).

Deja de tener pérdidas en el 2¢ ano (x = 2).

_ 2x — 4
o lim
X —> 4o X T+ 2

El beneficio estd limitado a 200000 €.

=2 — 200000 €

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de
producto cobra la cantidad de 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10
unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

si 0<x<10

5x
Vax? +500 si x>10

a) Halla a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nu-
mero de unidades que se compran.

C(x) = {

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

@ El precio de una unidad es C(x)/x.

a) lim Co)= Iim (BGx) =50

x— 107 x— 107

lim CGo = Iim Nax?+ 500 = V100a + 500
x— 10" x—= 10"
C(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

V100a + 500 =50 — 100a + 500 = 2500 — 100a =2000 — a =20

N ax2
b)  lim €@ _ lim X T 2E x+ 200

X — 4o X X —> +oo

lim

X —> +oo

2
N0 1500 L 35 ~ 447 €

CUESTIONES TEORICAS

34 Seala funcién f(x) =

x2—4
x—2"

El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x = 2. ;Cémo
elegir el valor de f(2) para que la funciéon f sea continua en ese punto?
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2 _ _
lim f(x) = lim L lim -2+ 2) _ lim (x+2)=4
x—2 x—2 X—2 x—2 (x—-2) x—2

Para que f sea continua en x = 2, debemos elegir f(2) = 4.

35 Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion
grifica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan proximos a 1 como
queramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

c¢) Podemos conseguir que h(x) sea mayor que un nimero K, por grande
que sea, dando a x valores suficientemente préoximos a 2.

a) lim f(x) = +oo

x—>+o<>f /

b lim g =1 N >
X —> +oo

o) lim bh(x) =+ -
x—2 '

36 De una funcion g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que
S para 0<x<1 es:

2
2(x) = x4+ x
¢Cuanto vale g(0)?
2
lim g(x) = lim = X~ im xatD lim (x+1)=1.
x— 0" x—=0" X x =0 X x— 0"

Por tanto, g(0) = 1.

37 Escribe una definicion para cada una de estas expresiones y haz una
representacion de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=—c
X — —oco X — too

c) lim f(x)=+oo d) lim f(x)=—
x—2 x— 2"
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a) Podemos conseguir que [(x) esté tan proximo a 3 como queramos sin mds que
darle a x valores suficientemente “grandes y negativos”.

b) Podemos conseguir que f(x) sea “tan negativo” como queramos sin mas que
tomar x tan grande como sea necesario.

¢) Podemos conseguir que f(x) tome valores tan grandes como queramos sin mas
que darle a x valores tan proximos a 2 (pero menores que 2) como sea
necesario.

d) Podemos conseguir que f(x) /
tome valores tan “grandes y <_//3
negativos” cCOmo queramos Sin ~ TTTTTTTTT T s s S gemsnm i m s
mas que darle a x valores tan
proximos a 2 (pero mayores
que 2) como sea necesario.

38 Siuna funcion no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lim f(x)=5?
x—=3
¢Puede ser continua la funcion en x = 3?

Si, puede ser que lim f(x) =5, por ejemplo:
X =3

es tal que  lim K=3)x+2)
x—3 Xx—-3

S = W =5; y f(x) no esta definida

en Xx = 3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe [(3)).

39 De una funciéon continua, f, sabemos que f(x)<0 si x<2 y f(x)>0 si

x> 2. ¢Podemos saber el valor de lim f(x)?
x—2

lim f(x) =0

x—2
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40 Dibuja la grafica de una funcién que sea negativa si x < 2, positiva si x > 2
Y que no tenga limite cuando x tiende a 2.

. 1 ‘s 4
Por ejemplo y = T cwa grafica es: 2
x ju— J
)
1

—4 -3 -2 — ~

T 2 4

1
)
3
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41

42

43

Sea P un polinomio: P(x) = ax? + bx + ¢

Prueba que

1im PO =P _

x—0 X

P(x)—P(0)
x

tiene limite en 0 y calcula su valor.

ax*+bx+c—c _
- -

X

x(ax + b) _
x—0

Calcula sobre la grafica de esta funcion:

a) lim f(x)

X —> too

b) lim f(x)

x—-1

o) lim f(x)

x— 27

d) lim+f(x)
x—2

) Iim f(x)=3

X — too

o) lim f(x) = +eo

X — 27

Halla, observando la grafica de esta funcion,
los siguientes limites:

a) lim f(x)

X —> +oo

c) lim f(x)

x— 27

e) lim f(x)

x —-2"

a) lim [(x) = +eo
X — +oo

o) lim f(x)=—co

X — 2"

e) Ilim [f(x)=—oco

x = -=2"

ax* + bx _
x

x—0

lim (ax+b)=b

~——

-

——

b) lim f(x) =—o

x—=-1

A lim f(x) = —oo

x— 2"

b) lim f(x)

x —>—oo

d) lim+_f(x)
x—2

f) lim +f'(x)
x— -2

b)) lim f(x) =—co

X —>—o0

A lim f(x) = oo

x— 2"

) lim f(x)= +eo

x — -2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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44 Estudia la continuidad de las siguientes funciones, definiéndolas
previamente en intervalos, y represéntalas:

a)y=1-|x| by=|x-3| —x c)y=ﬁ

dDy=x|x| y=|x*-1| Dy=|x-2|+|x|

a)  Es continua en IR, pues es la diferencia de dos funciones continuas.

. 1+x si x<0
[ ] = — =
Y =11 _x s x20

e Grafica:

el SR S S

[

b) e Es continua en IR, pues es la diferencia de dos funciones continuas.

—2x+3 si x<3

oy = |x—3|—x={ 3

si x=>3
e Grafica:
-2 — 4 3
2
c) ® Es continua en IR —{1}.
R i <1
.y=;= 7 SX
|x—1] 1 .
si x>1
x -1

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad @



e Grafica:

RNV SIS

L

o

IS

d) e Es continua en IR, pues es el producto de dos funciones continuas.

—x? si x<0
ey=x|x|=

x2 st x20

e Grafica:

SIS S
I~

Uiy

Ry

o

A o

e) e Es continua en R.

x2—1 si x<-1
ey=|x?-1]=9 a2+1 si -1<x<1
x2—1 si x>1

e Grafica: \ I

— Do O b

)

A

f) e Es continua en IR, pues es la suma de dos funciones continuas.

—2x+2 si x<0
ey=|x-2|+ |x|= 2 si 0<x<2
2¢—2 si x>2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



e Grafica:

[}

N

—

45 Representay estudia la continuidad de la funcion siguiente:

F(x) = { e~ si x<-1

|x2—x—2| si -1<x

e Continuidad:

— Si x#-1 — Es continua, pues esta formada por funciones continuas.

lim f)= Iim e =e'l=1/e
x— -1 x—-1"
— En x=-1 — lim fQo)= lim |x*-x-2|=0
x—-1" x—-1*
S = 1/e

Hay una discontinuidad de salto finito en x = -1.

e Grafica:

oW B Y

Iy
~—

R

| x|

46 Estudia la continuidad de la funcion y = 2x + — en x = 0. ;Qué tipo de
discontinuidad tiene? X

En x =0, la funcién no esta definida, luego es discontinua. Como:

y= 2x—1 St X<O, entonces: [lim Qx—-1=-1; [im Qx+1 =1
2¢+ 1 si x>0 x—0" x— 0"

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad @



47 Dada f(x) = JA justificaque lim f(x)=1y lim f(x)=-1.

b
+1 X —> +oo X — —co

_jx+1
Jeo =97

x+1

si x<0

si x>0

lim [ = lim —— =1

X = +oo x—>+oo X+ 1
Iim Qo= lim —— =—1
x—>—o<>j x—>—co X+ 1
48 Calcula Iim (Nx2+3x —x).
X = too

& Multiplica y divide por Vx? + 3x + x.

lim (Na?+3x —x) = lim (Vc? + 3o — ) (Vo + 33 + ) _

X = +oo X = +oo Va2 + 3x + x

x% + 3x — x° 3

= Ilim > = Jlim —— =
x— 4o VX2 +3x+X x>t VxZ 4+ 3x + x

- 3 _ 3x _ . 3x _3
xli:’i’iw V2 + x xli)ﬂiw X+ X xli)nz—oo 2x 2
49 calcula:
1
a) lim Vx2+2 —Vx2-4 b) lim ———
)x*—"" )x—>+°°‘\'x2+4x—x
a)  lim (\/x2+2—\/x2—4)= lim (\/x2+2—\/x2—4)=
X —> —o0 X —> +oo
(2 H2 w4 (N2 +2 +x2 — 4) , X2 +2-(x*—4)
= Ilim = [lim =
X = oo VaZ+ 2+ Va2 -4 x— oo V2 + 2+ Vw2 — 4
p x*+2-x*+4 p 6 o
xiWioo\/x2+2+\/x2_4_xinim\/x2+2+\/x2—4_
b I 1 i N2 + 4o + x
im ——————=lim =
x> teo Va2 + do — x x40 (N2 + 4o — x)(Vx? + 4 + x)
o +4x+ x o x?+4dx+x
= lim —————————= lim —————— =
X = Hoo X2+ 4x — X2 x = +eo 4x
= lim x2+x= lim X - x> _2_ 1
Xt 4x x> 4o AX X = +oo 4X 4 2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 6



Vi+x—-\V1—-x

50 calcula: lim

x—0 3x
o V1t x—V1-x \/1- i (V1+a-V1-a)W1+a+V1-x) _
x—0 x—0 3x(\/1+x+\/1—x)
P A+x->0-x _ l+x-1+x
= [lim = lim

xl—>0 3x(V1+x+V1-x) x50 3x (V1 +x+\/1—x)

= lim 2 = lim 2 -2 -

1
x—0 Sx(\/1+x+\/l—x) x—0 3(\/1+x+\/1—x) 32 3

51 cCalcula los siguientes limites:

xo2 X—2 x—0 x2

o1 Vri—x . (1-3_x)(1+V3_x)
a) |/ - < = =] =
2) xlz/lz X =2 xZnZ (X—Z)(l + V5—x)

1-GB-x) 1-3+x

x—2 1 1

lim 11
x—2 (x— 2)(1 +V3 — x) xzi/’)/ZZ (x — 2)(1 + V3 — x)

= = [lim

x—>2 (x—2)(1 +V3 —x) x—>21+\/3_x_1+1

by g Nxr9-3 . (fx+9-3)(Ix+9+3) _
x—0 x? x—>0 2(\/—9+3)

NP L5 L B S
xaoxqv——§+@ i 2 (x 9 +3)

= [lim 1

x—0 x(V 9+5) )

Hallamos los limites laterales:

lim

1
=—oo;  lim ————— =
x—0" x(\l 9+3) x—0* x(\]x+9+3)

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 0
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