LIMITES

Y CONTINUIDAD

| estudio de limites sera el hilo conductor de la unidad, los alumnos aprenderan a trabajar con ellos y comprobaran su
aplicacién en el estudio de la continuidad de funciones.

Al inicio de esta unidad se repasan las sucesiones que los alumnos conocen de cursos anteriores, pero sera el punto de
partida para introducir el concepto de limite. A continuacion, se trabaja en dicho concepto primero aplicado a sucesiones y
después a funciones.

Se trabaja el calculo de limites de sucesiones y de operaciones con sucesiones. A continuacion, se trabaja la resolucion de
algunas indeterminaciones y se introduce el nimero e como limite de una sucesion. Después, se realiza el mismo estudio
pero en este caso aplicado a funciones. En este momento se determinan las asintotas a partir de limites.Y para terminar se
relaciona la continuidad de funciones con el estudio de limites.

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitirdn al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT) a lo largo de toda la uni-
dad. A través del conocimiento de las derivadas, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el razonamiento légico-
matematico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene
recurrir a los medios informaticos.

Especial interés tienen las actividades propuestas con GeoGebra a lo largo de los epigrafes, asi como las actividades interac-
tivas del test de autoevaluacion que se encuentra al final de la unidad.

A través de la incorporacion del lenguaje matematico a la expresion habitual de los alumnos, se fomenta la competencia
en comunicacién lingiiistica (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos matematicos que los alumnos han de
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la
resolucion de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas (CSC) se desarrollan en el area de Matematicas mediante la aceptacion de otros puntos
de vista en la resolucion de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver de
diferentes formas, utilizando limites de sucesiones y de funciones, etcétera; para trabajar con los alumnos que distintas solu-
ciones pueden ser igualmente vdlidas. El reconocimiento y valoracién de las aportaciones ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacién

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque deberd adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

I Repasar las sucesiones y sus propiedades y caracteristicas.

I Manejar el concepto de limite de una sucesion y clasificar estas segun su limite.

I Calcular limites de sucesiones y de operaciones con sucesiones.

I Reconocer el nimero e como limite de una sucesion.

I Calcular limites de funciones y de operaciones con funciones.

I Determinar las asintotas de funciones a partir de limites.

I Estudiar la continuidad y tipos de discontinuidad de funciones a partir de limites.
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Atencion a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podran utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.

) f DAD

y representa la funcién en un entorno de los puntos de
discontinuidad, comprobando los resultados con ayuda de
medios tecnoldgicos.

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables Competencias clave
Sucesiones 1.0btener y manipular expresiones simbdlicas 1.1.Calcula términos de una sucesion numérica usando la ac
Término general de una sucesién | que describan sucesiones numéricas, observando | ley de formacion a partir de términos anteriores y obtieneel | CL
Progresiones aritméticas y regularidades en casos sencillos que incluyan término general. CAA
geométricas patrones recursivos. 1.2.Identifica sucesiones aritméticas y geométricas, expresa | (SC
Suma de los términos de su término general, calcula la suma y el producto de términos,
progresiones aritméticas y y las emplea para resolver problemas.
geométricas
Producto de los términos de
progresiones geométricas
Idea intuitiva de limite de una | 2.Comprender el concepto de limite de una 2.1.Comprende el concepto de limite de una sucesion y ac
sucesion sucesion. clasifica las sucesiones segtin su limite. (a0

CAA
Operaciones con limites 3. Utilizar el concepto de limite de una sucesién | 3.1.Comprende el concepto de limite de una sucesién, realiza | C(MCT
Limite de la suma de sucesiones aplicdndolo en el cdlculo de limites de sucesiones | las operaciones elementales de cdlculo de las mismas, y aplica | CL
Limite del producto de sucesiones | y de operaciones con sucesiones. los procesos para resolver indeterminaciones. CAA
Limite del cociente de sucesiones
Limite de la potencia de sucesiones
Célculo de limites de
sucesiones
Sucesiones que tienen el término
general como un polinomio enn
Sucesiones que tienen el término
general como un cociente de
polinomios en n
Sucesiones con radicales
Potencias de sucesiones
Elnimero e 4.Definir el nimero e como limite de una 4.1.Comprende la relacién entre el nimero e y el conceptode | CMCT
Definicién del nimero e sucesion. limite de una sucesion. 0]
(asos particulares 4.2.Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para comprobar | CL
|a relacion entre el nimero e y el concepto de limite de una CAA
sucesion.
Limites de funciones. Asintotas | 5.Utilizar el concepto de limite de una funcion 5.1.Comprende el concepto de limite de una funcién, realiza | CMCT
Limites de funciones en el infinito | aplicdndolo en el calculo de limites de funciones | las operaciones elementales de célculo de las mismas, y aplica | (D
(lculo de limites de funcionesen | y de operaciones con funciones. los procesos para resolver indeterminaciones, comprobando | CL
elinfinito los resultados con ayuda de medios tecnoldgicos. CAA
Limites laterales de una funcién en
un punto
Limite de una funcién en un punto
Propiedades de las
operaciones con limites de
funciones
Continuidad 6. Utilizar los conceptos de limite y continuidad | 6.1.Determina la continuidad de la funcion en un punto a amcr
Propiedades de las funciones de una funcién aplicindolo en el estudio de la partir del estudio de su limite y del valor de la funcidn, para 0]
continuas continuidad de una funcién en un punto o un extraer conclusiones en situaciones reales. (a0
intervalo. 6.2.Conoce las propiedades de las funciones continuas, (AA
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Actividades de refuerzo
¢ Actividades de ampliacion

Prueba de evaluacion

' Presentacion de la unidad
Repasa lo que sabes

1. Sucesiones
» Término general de una sucesién
* Progresiones aritméticas y geométricas
» Suma de los términos de progresiones
aritméticas y geométricas
* Producto de los términos de progresiones
geométricas

" 2. Ideaintuitiva de limite de una sucesién

3. Operaciones con limites
* Limite de la suma de sucesiones
» Limite del producto de sucesiones
+ Limite del cociente de sucesiones
"""""""" « Limite de la potencia de sucesiones

4. Calculo de limites de sucesiones
* Sucesiones que tienen el término general
como un polinomio en n
* Sucesiones que tienen el término general
como un cociente de polinomios en n
» Sucesiones con radicales
» Potencias de sucesiones

5. Elnimero e :
* Definiciéndelnimeroe e @ Video. Limite de una sucesion
» (asos particulares :

6. Limites de funciones. Asintotas
* Limites de funciones en el infinito :
+ Calculo de limites de funciones en el infinito ~ [Jsr-+--=-=--= @ GeoGebra. Asintota oblicua
» Limites laterales de una funcion en un punto :
* Limite de una funcién en un punto

7. Propiedades de las operaciones con
limites de funciones

8. Continuidad
» Propiedades de las funciones continuas

EJERCICIOSRESUELTOS [ e 0 Video. Continuidad de una funcion

EJERCICIOSY PROBLEMAS

9. Limites y continuidad @



Repasa lo g

1.

2.

Calcula el valor numérico de la expresion algebraica 7x%y + 2xy” — 3y* parax = 2ey = —2.

Se sustituyen los valores x =2 e y = —2 en la expresién obteniéndose: 7-2°- (—2) +2-2-(—2)> — 3-(—2)

Decide si los siguientes polinomios son irreducibles.

a) X +x+1 b) X +1 ) X+1
a) El polinomio es irreducible porque no tiene otros factores que le dividan.

b) Este polinomio es reducible ya que se puede dividir por x + 1.

c) El polinomio es irreducible porque no tiene otros factores que le dividan.

Halla la factorizacion de los siguientes polinomios.

a) X’ —5¢—x+5 b) X’ -7 +12x
a x—1)-x+1)-x—5) b) x-(x—3)-(x—4)
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.
a) 2 — 2x b) X =2 +x
X3+ X X —x
2 — 2x 2x(x— 1) 2x— 1)
a)

X+ :xz(x2+x+1) :x(x2+x+1)

b) X—=2¢+x x(¢—2x+1)  x(x—17  x—1
L—x  x¢—=1)  xx—Dx+1) x+1

Representa una funcion que cumpla las siguientes condiciones:

I Domf=R

I Recf=R

1A0)=1;f(1)=2;f'(2)={-3,15f '(0)={-1,3}

I Lafuncion es estrictamente decreciente en (—co, —1) U (1, +0) y estrictamente creciente en (—1, 1).

\ YA

Na

Calcula el dominio de las siguientes funciones.
3x+2 3

x> —5x X+1

El dominio de estas funciones son todos los valores que no anulen el denominador:
a) Dom =R —{0, 5}

b) Domg=R

a) fix)=

b) gix) =

+1
Dada la funcién f(x) = )2( -~ calcula la funcién f '(x).

o x+1
y 2—X
x—u:(z— ) x=y+1=2X—xy=y+1=2x—1=(1+x)'y= _ 2]
2-y y y Y=Yy y=Yy X+ 1
Asi pues, la funcion reciproca es:
2x—1
0=
Xx+1

—16



SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Limite con el niimero e (pagina 255)
En el video se resuelve paso a paso el limite de la sucesion:

3n—2\"">
a,=
3n+7

resolviendo la indeterminacion del tipo 17.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para calcular este tipo de limites o para que los alum-
nos repasen el procedimiento.
Asintota oblicua (pagina 256)
En el video se muestra como hallar la pendiente y la ordenada de

X+ 1
la asintota oblicua de la funcién f(x) = — mediante el célcu-

lo de limites.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to para determinar este tipo de asintotas o para que los alumnos
lo repasen.

\ whid
e I ke e f e
kS
8
w4l
E -_ ety 4
[ | e e 2 A Laun vlor el e ek
e e
" b T fafed N
LT S =AW wbm | =%
o | 7Y e |
4

L st o bl e b Tirmiim ey o 0

Célculo de parametros para que una funcion sea
continua (pagina 271)
En el video se resuelve paso a paso el ejercicio 2.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para determinar los valores de a 'y b para que la fun-
cién sea continua o para que los alumnos repasen este tipo pro-
cedimiento.

Actividades (paginas 239/270)

3n+5
H Dada la sucesiéna,=(—1)"- -

3 calcula los cinco prime-
ros términos.

Sustituyendo n por los cinco primeros nimeros naturales, del
1 al 5, sucesivamente, se obtiene:

a,=4,a,=11,a,=—7/3,a,=17/13,a;, = —10/11
H Dada la sucesion a, = (—n)’, calcula el séptimo término.
Sustituyendo por n = 7, se obtiene, a, = —343

H Calcula el término general de las sucesiones siguientes.
a) 1,4/3,6/4,8/5, ...
b) 0,3/7,8/9,15/11, ...
c) 1/5,2/9,4/13,8/17, ...

2n
a)a,=

n+1

n?—1
b) a,=

2n + 3

2n—‘|
¢ a,=

4n + 1

B Calcula el término general de las siguientes progresiones
aritméticas.
w1, =31 1
4" 2" 4
b)5,3,1,-1,-3, ...
c) 3,1,-1,-3,-5,...
1 n—>5

a) La diferencia es 7 ya, = —1,porloquea,= 4

b) La diferenciaes —2ya, = 5,porloquea,=7 — 2n
c) Ladiferenciaes —2ya, = 3,porloquea, =5 —2n

H Calcula el término general de las siguientes progresiones
geomeétricas.

a)\V2,2,2\/2,4,4\2,8, ...
b) -3,3,-3,3,-3, ...
c) —4,—12,-36,—108, .

\/E, por lo que a,= (\/E)n

b) Larazénes —1ya, = —3,porloquea,=(—1)"-3

a) Larazoén es \/E ya, =

c)Larazénes3ya, = —4,porloquea,= —4-(3)" "'
A ;Cuéntos nimeros impares consecutivos a partir de 1 suman
102017
Es una progresion aritmética de primer término 1y diferencia
2, por lo que:
1+a, 1+1+2n—1)
.n=
2

10201 = -n= 10201 = n?
=n =101

Son 101 numeros impares consecutivos.

En una progresion aritmética que tiene un nimero impar

de términos, el término central es 42. ;Qué valor tiene la
suma de los términos extremos?

2-42=284

H Ssabiendo que en una progresién aritmética S,; = 75 y la di-

. 1
ferenciad = BY calcula a,.

a, + as
7527-15:>1O:a1+a15:208:>08:5

El Halla la suma de los 10 primeros términos de una progre-

L i s 45 .
sion geométricasia, =5y a;; = 7 ¢Cuanto vale la suma
de todos sus términos?
En primer lugar calculamos r:

13
5 45 9 Vo
T
Después, se calcula a;:

r

139 10
a,=5—=a, =2
1 > 1 \/5

Sustituyendo en la expresion para la suma de n términos de
una progresién geométrica, siendon = 10y a, y r los valores
hallados, se obtiene:

Sio=—""—=20,59
10 r _1
Si se desea calcular la suma de todos los términos de esta

progresion, basta observar que es una progresion decrecien-
te, puesto que r<1:
a

§=—1—=1207
1—r
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I Lasuma de los 9 primeros términos de una progresién geo-

métrica es 19682 y la razén r = 3. Halla los nueve primeros
términos de la progresion.
a,(r —1 a3’ —1
5, == 1 ) 1968 = 20 =1
r—
términos son: 2, 6, 18, 54, 162, 486, 1 458, 4 374,13 122.

= a, = 2, porlo que los

Sabiendo que en una progresién geométrica el producto
de los 5 primeros términos es P, = 22 - \/2, calcula as.

Puesto que a, - d; = a;’, se puede escribir:
12
N2=V@)=2"=a"=0a,=22-2°=4\2

Determina, calculando algunos de sus términos, qué tipo
de sucesion es cada una de las siguientes.

a) ":1 ) 2" e) (-2
2 —_ n

p) 12 d) 2" f) <—1)
n—1 n

Se calculan sus primeros términos y se obtiene:

a) Convergente c) Convergente e) Oscilante

b) Divergente d) Convergente f) Convergente

Copia y completa la siguiente tabla para la resta de las su-
cesiones x, e y,:

= lim x,=a lim x,= 40 lim x,= —co
n— oo n— oo n— o0
lim y,= b a—b oo o
lim y, = +oo —ez IND —oo
n— oo
lim y,= —eo +oo +oo IND

n— oo

Calcula los términos 100, 1000 y 10 000 de las siguientes
sucesiones.

1 2
ln 1/n T\ LAY
a)<1+n) b) n c) (n) d) <n+1>

a) Gy =27048  dyoe = 27169 dype0 = 2,718 1
b) dio = 1,0471  Gyg0 = 1,0069  dy5000 = 1,0009
€) Gigo= 09559  dyoe = 09931  dype00 = 0,999 1
d) dio=09118  dyg=09863  dygge = 0,9982

Calcula los siguientes limites.

6 2
n°+2n
a) lim (3n*+ 10000 — n*) d) lim ———
n—>ce noe 30"+ 2
4n*+2n+3
b) lim [4n*+2n— (5n*+4)"]  e) lim ——————
N> n—se 1—n
Van2 - 2n° 4n* +2n—-5
c) lim —— f) im —5——
noe  2N°+6 n>=2n"+5n—n

Para salvar la indeterminacion podemos escribir:

a) lim (=n*) = —oo

X—> o0

5
¢ lim ( nr; ) =lim (—n%) = —e
6
d) lim (”—6> =—
X—> oo n
an’ -
e) lim 3| =Ilim—=0
X—=o\ —N X—e N
an?
) lim (_’;) =4

Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

V8n*+2n+3

a)a,=—
" Ve -5 +3

V-3n*+2n—5
—3n n—

b)b,=——5——

2n*+ 3

n—2

c) c,=—
32n°+8

Para salvar la indeterminacion podemos escribir:

Van* V2
3 = lim = \/5
X—> 00 4 /8n3 X—> o0 2n

a) lim a, = lim

X—> o0

X—> o0

3 3
) ) —V3n . —Van
b) lim b, = lim — =lim — = —oo
X—> x~>ea\/£n2/3 X—> 00 »\/5
. . n 1
c) limc,=lim—=—
X—> oo X—> oo 2n 2
n5/6 1
d) limd, = lim — =lim—5——5==0
x%w\/EnWS x%w\/z.\/;

Calcula los limites de las sucesiones que tienen los siguien-
tes términos generales.

V121 +4n -3 -V121n+19n
a)a,= 2

b) b,=\25n*+4n — (5n+3)
¢) ¢c,=\36n>—1—\/36n—5n
Para salvar la indeterminacion podemos escribir:

a) Multiplicando por la expresién conjugada del numerador
se obtiene:

121n*+ 4n—3—121n*—19n

lim =
"> 4 (V12102 + 4n =3+ V121n* + 19n)
=150 15
= lim =—=
x—w4 220 88

b) Multiplicando por la expresién conjugada del numerador

se obtiene:
250+ 4n—25n*—30n—9 —26n —13
lim = lim

o 250 +4n +5n +3 o= 100 5

¢) Multiplicando por la expresién conjugada del numerador
se obtiene:

) 36n*— 1—36n>+5n . 5n 5
lim = lim——=—

"2 \3en—1+\V3en*+5n 71 12

Calcula los siguientes limites.

a) lim (3n+2>"‘"

nsw\2n—7

an-2 Von* +3n-5 .7

b) lim (2n+3) = d) lim (— e
"= o\ \Vanew

Para salvar la indeterminacion podemos escribir:

. 3n\" 3\~
a) lim <—> = (—) =0
x—w\ 2N 2

b) lim (2n)*"*" = (+09” = +oo

7n 7/n 7 0
x—e\ 2N 2

n/n
d) lim (3—”>2 =@3)Y=9

X—> 00 n



n3+ (n—1)

B Calcula los siguientes limites. ) lim (14— nor I 0
a) lim 2n+2\4n+s ) lim 5n2—1)\2 2 n—e n+1
im(—— i _
noo\2n—2 n—ow 5n2+ n L
) an+2 an+2 Bl Determina los limites en el infinito de las siguientes funcio-
im (37 =7 |7 i on+4)\ 7 nes y escribe la ecuacion de sus asintotas horizontales.
b) lim e) lim y
n—=\3n"+2n n—=\6n—3
y A
2n+7\""°? 5n+4\"*?2
c) lim f) lim
nse\3n+2 ns»\5n—4
Para salvar la indeterminacion, en cada caso, podemos escribir:
n—1 2
a) lim |1+ py AT o8
2 ol X
| 1 3n*+2n  4n*+2  —2n-7 oo 1
b) im/[1+ 5 —2n—7 3n—-7 3n'+2n =@ =
o 3n*+2n \9/_8
e
( —2n—7
2n \5" 2\*= Figura 9.9.
¢ lim|{—| =(=] =0
"~ °°< n ) ( 3 ) Y4
) tim 1+ 1 R e SR
s 5n*+n ¢ - /e
—n—1
1 6n—3 4n’+2 7 3
e) lim |1+ 7 n s =eB=\e ; >
n—eo 6n—3 0 ‘]v X
7 I e
1 S48 B 1
f) lim|[1+ -4 = =
) n'fl( 5n—4 Tt T Ve
8 Figura 9.10.
alcula los siguientes limites.
Hl Calcula los sigui limi vA
. n+5n+2 4n . 2n+1\ "7 i
a) lim e) lim (3— |
n—oox n—ox 1
y A\ I R
n+1 i
b) lim (1 ) f) lim ( ) : 2 >
n—w 2—6n noo\ 2N — -2 0 ! X
n—4\- n’ et B B A ] E
c) lim < ) g) lim (3 + > n+2 !
n—o n— o \
3n+4 1\1-" n+n)\-2n+3 Figura 9.11.
d) Iim( ——) nea h) |.m( ) J
no=\2n—2 2 no=\n’ 41 Figura 9.9: lim f(x) = +es, lim fix) =
. . ., . X— Foo X— —oo
Para salvar la indeterminacién, en cada caso, podemos escribir: Tiene una asintota horizontal por la izquierda (y = 0).
n’+n 5n+1 . .
a) lim[1+ 2;1 shiq 4 nZ:1 =2 Figura 9.10: |In2 fix) = —
n— e n°+ X — Foo
- — Tiene una asintota horizontal por la derecha (y = —1).
n
Figura9.11: I|m fix) = 2, Iirrj flx) = —2.
b) lim (14 1 L;Z “(n+6)- Gn%z e Tiene una asmtota horizontal por la derecha (y = 2) y otra por la
n— e 6n—2 izquierda (y = —2).
3
BHl Calcula la ecuacién de las asintotas horizontales, si las
c)57=0 tienen, de las siguientes funciones.
. 1- 2x x*+1
2n—2 T1—n 7 -
d) lim |1+ 2n1 5 7 T h+d -2 = 72 —31/_ a) f) = €) fo) = X
n— oo —
; eve 3x—1 Vax? + 1
b) fix) = d) fx)=———
2x+ 1 2x + 2
1 nt2 i 3 _ 1 i = — i i I
e) lim[1+ . NS e 3_§ a) le f(x) 2, luego, asintota horizontal y 2.
3 b) lim f(x) = 3/2, luego, asintota horizontal y = 3/2.
1\0 c) lim f(x) = 0, luego, asintota horizontal y = 0.
f) _ — X —> oo
<2> d) lim flx) = —1,lim fix) = 1, luego, asintota horizontal por
g)2"=0 “la izquierday = =1,y por la derechay = 1.

0. Limites y continuidad @



E Calcula los siguientes limites.

2
a) lim (m x )
X

x— -\ 7, x—1
5\x +1
b) lim (—) ¢
X—> +oo 2
X’ +1
c) lim —) 2

N
><w
|
(5,1
x
+
~ —
N
+

§
X

N
|

N

|

N

x
=

+1
2X2_1 x+1
2x2—2x+1>

j) )(Iir'r)m(\/x2 +1-Vx*+ 3)

Para salvar la indeterminacion, en cada caso, podemos escribir:

3x—2 )*“

i) lim

X—> +oo

i

%LB
 ~ /

¥

a) Indeterminacion 0 - e
Para resolver el limite, primero multiplicamos y después
simplificamos ambas funciones:
’ X1
S 7e T 7

b) Indeterminacion oo/

. 5 X 5 oo
lim (=) ={=| =+o
X teo \ 2 2

¢) Indeterminacion eo/oo

w0

d) Indeterminacion oo/co

(5 =(3)

e) Indeterminacion eo/co

. 2\ 2\~
lim (=] =(7] =+to

f) Indeterminacion e — oo
x+1 1

lim
x4 2X 2

g) Indeterminacion co — oo
lim — =0
x>+ 4x

h) Indeterminacién 1”

3x—1 -3
C(—6x) s ——
-3 (=69 3x—1 :e6

lim [1+
X Feo 3x—1

-3

i) Indeterminacién 1”

1 27— 2x—1 k). 22
lim (14 ———— | 22 '~ 2w 1 = —
X oo 2x°—2x—1 e
—2x—2

j) Indeterminacién co — oo

—oo

@ Andlisis

PZ Halla lo que se indica en cada apartado.

a) Figura 9.26: Dom f, Rec f, f(0), I|m fix), I|m f(x), I|m f(x),
I|m f(x), I|m fix).

b) Figura 9.27: Dom f, Rec f, f(0), f '(1), I|m f(x), I|m f(x),
I|m f(x), I|m f(x), I|m f(x).

¢) Figura 9.28: Dom f Recf I|m f(x), I|m f(x), I|m f(x),
I|m f(x), I|m f(x).

e) Flgura 929 Dom f, Rec f, f(1), f(3/2), I|m f(x), I|m fix),
I|m f(x), I|m fix).

Y

Figura 9.26.
Yy A
31—
o
---------------- I A b= ==
| o
1 1 1 1 1 1 >
-3 -2 -1 12 3 X
s S
! i Figura 9.27.
yA
3,
2,,
12 3 X
Figura 9.28.

Figura 9.29.
Figura 9.26: Dom f = R, Rec f = R — {2}, (0) = 3, Iim fix) =2,
Iing+ flx) =2, Iin’z) flx) = 2, lim flx) = I|m f(x) +eo,

Figura 9.27: Dom f = R —{1, —1}, Recf = R (0, 1], f(0) = 0,
Ar'a, lim_fx) = —eo, lim fix) = +oo, iMfx) = oo, lim fx) = 1.
Figura 9.28: Dom f=R — {0}, Recf=R — [0, 1), I|m f( ) = —oo,

Iirrow+ fix) = +oo, Iirrg fix) = oo, Iir'[\ fix) = 0 I|m f( ) +oo,

Figura 9.29: Dom f = R, Recf = [0, 1), I|rT117 f(x =1, I|rr11+ fix) =0,
a Ilmf , A I|m fx).



PH Estudia el limite de las siguientes funciones en los puntos

que se indican.

a) f(x) = —3x+5,enx=0y enx=3
b) fix)=x*enx=0y enx=13

c) fix)=Ix—2l,enx=2y enx=—3
d) fix) =x+E(x),enx=2y enx=—1

4+3x+2
e) f(x)=i,enx=—2 y enx=—1
x—2
x*+1 six<2
f) f(x)—{)H_3 six=2 enx=-2, en x=2y enx=4

1 six=—2 enx=-3, enx=-2
9) o) = {(x+1)/(x+ 3) six>5 yenx=5
a) )!ILTE) (=3x +5)=5, )|(I~r>n3 (—3x +5)=—4
b) lim x' = 0, lim ¥’ = lim _3V3
) )!ILT\Z |x —2|= O,XIiArr_m3 x—2|=5
d) Xliﬁn’;f [x + EX)] = 3, leQ* X+ Ex]=4132 x“an [x + EX)]
xlimr [x + Ex)] = =3, Xﬂmﬁ [x + Ex)] = —2,
E XILrTL x + Ex)]
e) lim flx) = O,XIerJ1 fix) =

X— =2
f) |in32 fix) = Iinjz +1=5

lim fix) = lim 0+ 1) =35, lim, fix) = lim, (x + 3) = 5.
x—2 x—2 x—2 x—2
Asi, Iim2 fix) = 5.
Iirrl fix) = Iirrl1 x+3)=7
g) |irTJ3 fix) = |irTJ3 Bx—1)=-10
lim fx) = lim 3x—1)=—7,2 lim, fix).Asi, 2 lim f(x).
X—2 X—2 X— =2 X— =2
E| Iin} fix), asi 4 Iim5 f(x)
Construye graficas que cumplan las siguientes condiciones.
a) Domf=R, Recf=[—1,+09), lim fix)=3, lim f(x)=
X—> —o0 X— too
f3)=3, lim3 fix)=2, £(0)=1{0, 2}
b) Domf=R —1{0, 2}, Recf=(—o0,0) U {1} U (3, +29),
lim f(x) = o5, I|m fix) =3, Iin2+ fx)=1, Iin} fix) =

x—0

lim fix)=1

X +oo

(Ten en cuenta que f(x) <0six<0, f(x)>0six>0.)
c) Dom f=R, Rec f=R, Iimr f(x) = —oo, Iim0+ fix) =3,
lim f(x) = 4o, lim f(x)=
X —> Foo

X —> —oo
a) Yﬂ
--------------- 3+ .
1
—3-2-19NJ1 A 3 X

b) YA

Calcula los siguientes limites.

1 1
a))l{|21(x 2)- ( +—+ﬁ>

. x+1 X
b’l'ﬂ(xz—m x—4>

c) lim
x—0

(Vx+4—2)

d) lim

x=-1

(x2—4x— 5)2“‘
=1

Para salvar la indeterminacion, en cada caso, podemos escribir:

X—2

1
a)Iim(x—2+1+ )—oo
X—2

. 1 _
b)llm(xz 3x+X2_16>—

o(XEAZA )
o xl—rn><x(\/x+4—2))_z

-5 2x+1 1
d) lim (—X ) =3"=—
-

x——1 1

Calcula los siguientes limites.

a) lim
)x~>4 xX—4
X
b) lim
)xl—>4 (x— 4)
. X*+x—6
c) lim ————
x->2 X+3
X =2 +4
d) lim XZaxTax
X +oo X—2
e) lim ———~
)H — (4 + 2x)?
f) lim 7'~
X +eo

Para salvar la indeterminacion, en cada caso, podemos escribir:
a) o
b) +oo

d lim (—X3):
X— too X
X

1
e)xllmw(sf> )
f) 7°=1

Indica el dominio de continuidad de estas funciones.

a) vA

0. Limites y continuidad @



b) yA

c) Yy A

d) YA

|
w

|
N

|

Q

N

<V

e)

f) y4

|
N
@)
[ SN U 1Y AN N A b=
N
b 4

a) Continuaen R — {—1}

b) Continuaen R — {—1}

¢) ContinuaenR — {—1}

d) Continuaen R

e) Continua en (—oo, —2) U (0,400)
f) ContinuaenR — {2}

B Clasifica las discontinuidades de las funciones anteriores.

a) Discontinuidad de salto finito enx = —1

b) Discontinuidad evitable enx = —1

¢) Discontinuidad evitable enx = —1

e) Discontinuidades asintéticasenx = =2y x =0

f) Discontinuidad asintéticaen x = 2

@ Andlisis

Eil Analiza la continuidad de las siguientes funciones.

a) fix)=—3x+5 3Xx—1 six=-2
b) fix) =x° gifg=1x*t1 o s
) f=|x—2| x+3
2
d) fog =X F3x+2 o<l Xl six=-3
+2 ] =2x—3 six>2
_x?+1 six<2
e f(x)_{x+3 six=2

f) fix)=x+Ex)

a) Continuaen R
b) Continuaen R
c) ContinuaenR

d) Dom f = R — {—2}. Puesto que es una funcién racional es
continua en su dominio. En x = —2, f(x) presenta una dis-
continuidad evitable, puesto que:

Jim, 00 = fim, x+ 1) = 3
e) Dom f = R. Puesto que:
Xliﬁn} filx) =5= XILn;+ fix), la funcién es continua en R.
f) Continuaen R — Z. En x € Z presenta discontinuidad de
salto.

g) Dom f = (—eo, —=2] U (5, +e<). Puesto que las funciones
son polindmica y racional, respectivamente en (—oo, —2]y
(5, +e0), es continua en su dominio.

h) Dom f = R — (=3, 2]. La funcion es continua en su dominio.

Ejercicios y problemas (paginas 274/

Sucesiones. Progresiones aritméticas y geométricas
H Calcula el término general de las siguientes sucesiones y di
si son convergentes, divergentes u oscilantes.
a)3, 7,11,15,19, ...
b) 2,6,18,54,162, ...
c) 1,3/2,2,5/2,3, ...
d) 1/2,2/3,3/4,4/5,5/6, ...
e)4,2,1,1/2,1/4, ...
a) a, = 4n — 1, divergente.
b) a,=2-3""", divergente.

n+1 .
c)a,= — divergente.

n
d) a,= Py convergente.

e) a,=2’"", convergente.

H Halla el término general de las siguientes sucesiones e indi-
ca si son convergentes, divergentes u oscilantes.
a)i,3/4,5/9,7/16, ...

b) 2,5,10,17, 26, ...

c) 10, 26,50, 82, ...

d) —1/2,1/5,3/8,5/11, ...

e) —2,4,-8,16,...

a)a,= 2’217:1 convergente.

b) a, = n> + 1, divergente.

c) a,= (2n + 1)’ + 1, divergente.

3
= , convergente.
3n—1

e) a,=(—1)"-2" = (—2)", oscilante.



Calcula el término general de cada una de las siguientes
sucesiones.

a) 4,3,9/4,27/16, ... d) 2,-7/5,5/4,—13/11, ...
b) 1/16,—1/16,9/256,—1/64, ... e) 3,4,4,5,5,6,6,7, ...
c) 3,2,35,46,57, ...
a)a,= 3n-t.gnt2
b) a,= (_1)n+1 _n2/4n+1
c) No tiene un término general.
(=1)"""@Bn+1)
Bn—1)
(n+3)
10

d)a,=

e)a,=(n+2) +

Dadas las progresiones.
I 47,10,... I 20,17,14, ...

Averigua la suma de los n primeros términos de cada suce-
sién y luego la suma de esas sumas.

3n” + 5n 43n — 3n°
S, =——" §2,=——r S1, + 52, =24n
2 2
Los lados de un triangulo rectdngulo estan en progresiéon

aritmética y su perimetro es 36 cm. Halla cuanto miden sus
lados.

a,+a,+d+a,+2d=
(a,+2d)? = (a,+d) =

Halla tres nimeros de una progresion aritmética sabiendo

2:>9 12y 15cm

158
que su suma es 6 y la suma de sus cuadrados es o

Se plantea un sistema con las dos condiciones:
a—-d+a,+a,+d=6=a,=2

158
(azfd)+azz+(a2+d)2=7

. 5 A 1.1
Asid = —y los términos son: —, 2, —
3 3 3

2Va2...
X = 2V2V2V2.. =

El exponente es la suma de los infinitos términos de una pro-

Calculax= 2V2

21/2 +1/4+1/8+1/16 + ...

1
gresion geométrica de razén > por tanto el exponente es el
valor:

1
2 1
— =1,conloquex=2 =2
‘I —_—
2
Se deja caer una bola de goma desde la azotea de un edifi-
cio que tiene una altura de 243 metros. Cada vez que toca
al suelo, rebota y recorre hacia arriba una distancia igual a
las dos terceras partes de la altura desde la que ha caido la

ultima vez.

a) ;De qué altura ha caido la bola cuando ha tocado el
suelo por sexta vez?

b) ;Qué distancia ha recorrido desde que se ha dejado caer
hasta que ha tocado al suelo por sexta vez?
5

2
a)|-] ¥=2=32m

3

R RCRGAC e

El Un concurso de televisién consiste en proponer al concur-

sante una sucesion de preguntas hasta que de una res-
puesta incorrecta y quede eliminado. Los premios de cada
respuesta se acumulan y son de un euro por la primera, dos
por la segunda, cuatro por la tercera y asi sucesivamente,
en progresion geométrica de razon 2.

a) Si se responden diez preguntas correctamente, ;cuanto
dinero se consigue?

b) ;Cual es el minimo nimero de preguntas que hay que
responder para conseguir 6 000 €?

a)S=(01-2"-1/2—-1)=1023€

b) Por tanteo, o tomando logaritmos: 2"~ ' = 3000, n = 12,55,
luego el minimo nuimero de preguntas es 13.

Limites de sucesiones
[ Calcula, a partir de las siguientes sucesiones:
4n*>+3n 2n+1 30 +2
== — = C., =
" n*—6n " 2-=7n " 5-n
b
a) lim (a,+b,) h) lim —
n— o n— oo Cn
. . . an
b) lim (a,—b,) i) lim —
n— oo n— oo

¢) lim (a,+c,) j) lim (a,)’

d) lim (b, —c,) k) lim (a,)*

e) lim - ) lim Va,

n—e €, n—oo

f) lim (a,-c,) m) lim (a,-b,-c,)

g) lim (b, c,) n) lim (a,)"

a) lim (a, + b,)
b) lim (a, — b,)
14

(

(
c) lim(a, +c) =
d) lim (b, — c,,)=+oo
e) lim(1/c,) =
f) lim(a,-c,) =
g)lim®,-c,) =+
h) lim (b,/c,) =0
i) lim(a,/b,) = —14
j) lim (@, = V1/16

k) lim (a,)" =0
1) limVa,=2

m) lim(a,-b,-c,) = +e
n) lim (a,)"" =1

Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

3n*+2n°—3n —4+n*+nt
a)an:4— d)dnziz
6n” + 2n 3+2n"—7n
2n*+3n 3n—7
b) b,= e, =
) b, 6n*+2n—7 ) e 2+1
5n°—3n°+1 (n+3)?
c)c,=———— f) f=
)& —2n’+3 ) ’+3

a) lima, = lim [3n* + 2n° — 3n)/(6n* + 2n)] = +eo
b) lim b, = lim [(2n* + 3n)/(6n* + 2n — 7)] =0

c) limc, = lim[(5n° — 3n® +1)/(=2n* + 3)] = —oo
d) limd, =lim[(—=4 + n’ + n%/(3 + 2n* — 7n%] = —1/7
e) lime, =lim[3n—7)/(n*+ 1)] =0

f) limf, = lim [(n+3)/(n* + 3)] =1

0. Limites y continuidad @



[l Calcula los limites de las siguientes sucesiones.
1
a)a,= -(—6n
o (522 toom

4n + 2 1
G o)
2n—1 n
Hn+3>

10n*+ 5

b)b,=

n+1)>*—(n— 2)}
5n+1> <7n +5>
7n— 4 5n* — 9
f)f—(— "—)

n

a) lima, = Ilm[

2
<§:;1
0|
<

(~6n)| = 20
. (e )

, 3n—1 11n+3)\ 3
c) limc,= 3 ==
2n +4 10n° + 5 2
d)limd,=1lim[(n+ 17— (n— 2% = +eo
. _ (5h+1 7n*+5
e) lime, = lim -— =
n—4 5n"—9

2 3
n n
f) Iimfn:Iim< -+ 2>=+o<>
n n
B Calcula los limites de las siguientes sucesiones.
a)a = Vnd+n*+1
" 3Vn+2n-7
3 4
b) b 2Vn+Vn+Vn
n— 3 4
Von +3Vn +5Vn

<) c,,=\3/m—\4/m

d) d,=\V/n’ = 10°
e)e,=\V13n*—4—-\Ven’ +5
f) f,=\13n* —4—\/7n* + 10n

S+ +1)/(3Ve + 200 —7) =12

a) lim

o) lim(Vn*+ 4 V' + 4 \/n_—i-_)
d) lim (V7 = 10° ) = +eo
e) lim(V13n’ =4 —\Vén’ +5) = +oo
f) lim (V13n7— 4 — V70’ + 10n) = —o
B Calcula el limite de las siguientes sucesiones.
a)a,=Vn'+2-Vn-2
b) b,=1/(\19n* —\/19n* + 3n)
) c,=\en +3— (6n+2)
d)d,=\/16n*+ 5 — (4n — 9)
e) e, = (V250 + 3 — \/250% — 5n)/10
a) lima, = lim +2—\/n—2n>—1

b) lim b, = lim | 1/(V/19n? — \/19n +3n]= - 2V193

d) limd, = lim | \/16n* + 5 — ( 4n—9)]:9

(Vn
i
<) Iimc,,=|im[ 6n+3—(6n+z)] oo
[Vien'+s
[

e) lime, = lim|(\V/25n7 + 3 — \/25n7— 5n)/10] =120

@ Andlisis

(Vn
b)Iim[2\/—+\/—+\/— \/97+3\f+5\/—}—2/3

[H Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

—3n+2

a) a,=(3n+2) n+3

Vi2sn? - 5)/n?
3+5/n
b) b,= e)e — |
) b, (6n2+2> ) e (6+6/n)
3n+2\" 2n+1
c) c,,=< ) f) f,=
4n —1 n—1
—3n+2
a)lima, =lim@3n+2) 23 = (+e) =0
6 Vs - 5)/m
b)|lmbn:|Im27 =0°=0
6n” + 2
3n+ 2\
c) limgc, = Iim( a ) =(3/4)"=0
4n—1

‘IO 10n
d) limd, = lim (10 + 7) =10"" = 4o

5 3n
3+5/n )H

li =li
e) lime, =lim (6 FRPYNG

2n + 1 =\/§

f) limf, =lim
n—1

@ Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

nf2n + 1
= d d =
a) a, V n+1 ) d,

2 +1 3n—19
b)b,,=( n ) e)e,,=(1—
2n —1

1 6
C) c,,=(n+—2>
n

n
a) lima, = lim

(—=n)"
2n* + 3

3 n+7
n+1>

3n+7
n’ + 7)
2n

f) f,,z(

2n + 1
n+1

=2"=2=

2 J’_ ‘I 3n—19
b) lim b, = lim (”—) 1"

2n — 1
1 -1 . 2 .gp-1g 6n

- 2 2n—1 — alim—
1+ T e o

= lim

2
'I 6
c) Iimc,,=|im(n+n—2> = +oo

d) Es una sucesion oscilante, no tiene limite.

3 n+7 'I

e) lime, =lim|{1——— =—<=e’
n+1

n +7>3n+7

2n

f) limf, = Iim( = +oo

Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

n47\n"7 2n |\
NESTS R

7n—3\""3 6n+6\""?
w2 ven(e
7n+3 6n—6
—5n
5 5n+5
c) cn:<\/;>n+1 f) fn:<1__)
n+3 n
, (7N
a)lima, = lim 5 =e =1
n
7n — 3\ 3 1
b)Iimb,,=Iim<n ) =—
7n +3 \/eb
=5n_ -5
< |imcn=|im(—\/5>"“:(l> = too
n+3 o
2 "
d)limdn:Iim< d >7e"°":0
2n + 2

10n
0-(10+2)

=e

n

3



e) lime I'm(6n +6)7n+2 e? —2
I = I =
. p— b) fl) = ——
5n+5 . . . .
f) lim f” = lim <1 n E) = % =e” xl—lmw ), xll'lf(x)’ xl—lmr fx), xl—lmﬁ fx) y x|—|>nj1 ).
. YA
Limites de funciones en el infinito E
B Dadas las siguientes funciones, averigua los limites que se T
indican. 3l
—x+2 six<O0 ol
a) f(x) = !
Vx+2 six=0 ]
lim fix), lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x) :
X— — oo X— + oo X—2" x—271 X—2 } } } } } >
v A -9 1 2 3 4 X
a) Iirﬂ_ fix) =1 i‘lllm1 f(x)
T lim f(x) = +oo lim f(x) =
X — —oo X — +oo
o0 7 2 3 4 5 6 7 X b) lim f(x) =0 lim f(x) =0 lim fx) =0
_’I 41 X —> —oo X — +oo X —> oo
Iirp1_f(x) = —oo I|m1 fix) = too Ilnj fix) = o0
2
b) fix) = Iy Hi Calcula los siguientes limites.
lim f(x), I|m o), I|m f(x), I|m f(x) a)xllmu (0 —x*+2x-5)
vA b)llm (—3x*+3x>—7x>*—2x+9)
c) I|m (—x°—4x®—x+4)
AT d)llm (x®+3x>—3x+7)
3 4
a)lim (x> = x>+ 2x —5) = +e
_____________________ 27;______________________ X—> +too
b)lim (—3x*+3x>—7x*— 2x +9) = —eo
‘I 4 X—> +oo
o lim (—x°—4x* —x+4)= —
— — > X e
™3 2 Oﬁ 1 2 3 4 X d) lim (x°+3x° = 3x+7) = +
Hl Calcula el limite de las funciones de la actividad anterior
a) lim f0) = +eo  lim fx) = +oo cuando x — —eo.
X X . a)lim (¢ —x>+2x—5) = —oo
Ilmr flx)=0 I|m2 flx) =2 Ellm2 f(x) X e
7 7 = b)lim (—3x*+3x*—7x>—2x+9) = —
b) lim f(x) =2 lim f(x) =2 lim fix) =2 e
x—>*°°f Xt X clim (—x*—4x—x+4)= 4+
lim fix) =0 X —eo
X0 d) lim X +3x°—3x+7) = +oo
Bl Averigua los limites que se indican. . e
— Calcula los siguientes limites.
fix) = -1-
a) fix) = Vx o) i 3% 3
Xllm1 f(x), I|m f(x), I|m fix)y I|m f(x). M i 5x—2
Y\ (3 — 5x)°
! b) lim
: )Xﬁw —ox* — x
a4 <) lim x> +3x>+7x—8
| 5 x—+e  x*—4x*+6
| —x*+ 5x—1
: d) lim ——————
ot ) lim 3 e
g a) lim [(=3x® 4+ 3x = 3)/(x* + 5x — 2)] = —eo
0 X— +oo
-4 -3 -2 -1 1 3 4 X
— <) lim [P +3x°+7x—8)/(x* — 4>+ 6)]=0
| d) lim [(—x*+ 5x — 1)/(3 — 5x)] = +oo

0. Limites y continuidad @



BE Calcula el limite de las funciones de la actividad anterior H3 Calcula los limites de las siguientes funciones.

cuando x — —oo, 3
_ a) lim 2xX-1
. -3¢ +3x—3 x>+
a) lim ﬁ = +oo
ol X b) lim 271
) (3 — 5x) 25 e
b | = —x+3
)xlnjm —9X2—X:| 9 ) lim <2X+1) .
- x—+e\ 5x—3
)i X+3¢+7x—8 o | 2i+1 e
ST et | d) li ( )
- ; x— -\ 5x—3
=+ 5x — 1
d) lim —X]__oo o) lim ( X _x2+2)
x> =e | 3 —5x x—>+e\X+5 x—5
P Calcula los limites de las siguientes funciones. 8 lim [ X ) (3X+X2>]
a) lim <\/x2+1—x) x—+e| \ 9+ x° 2x+1
. 3x+ 1 2x+2
b)xllrl(\/zx2+4—\/3x2—1) 9)X'L")u< 3x )
— *XZ
) lim (\/1—x \/3x—2> ; _x+3
o h) lim (1 320
X— Foo —_
d) lim (Vax+5-V2x—5| R e
Xt i) lim <—2—+2 2) x
e) lim ( 16x> + 4x — 4x> X X+
X— +oo

- N
a)lim (V¥ 1-x|=0 ) lim (20— 1~ VaxTraxea)
i —1—Vax*+4x +
b) lim (\/2x +4-13x —1) k)x'L“L<2X 1—Vax*+4x 4)
2—
< lim (\/1 —x—V3x— 2) ) lim 73’; L
e X—> +oo X

1—x>0=x<1

2
-1
2 lim —/——
(-2>0=x>7 m) lim ——
. 2 o n) lim Vx2+x—Vx*—x
No existe, porque Dom f= |—, 1|y no esta definida para i —
3 \/Zx
valores que vayan a +eo. a) lim 2% = 20 = 1
. _ X—> +oo
d) lim_ (”” Vx 5) =0 b lim 22V =1
X — —oo
e) Ilmm (\/16x2+4x—4x>:3 . [2x+ 1) s 2\
X= c) lim m = ; = +oo
X — +oo —
PH Calcula el limite de las funciones de la actividad anterior - s .
cuando x — —oo, d) lim M] - (E) -0
x——= | (5x —3) 5
a) lim (\/x2+1—x):+oo - 2 i
e) lim - ] =-10
b) lim (\/2x2+4—\/3x2—1):+oo xote |[X+5  x—5
[ x 3x + X 1
i V1—-x—V3x— f) lim . =—
‘)X'L“L( T=x=V3x 2) LU [ xz] [2x+1} 2
1—-x>0=x<1 ) X +H1\>? =
3 g) |In2 3 e
3Xx—2>0=>x>— e X
3 x+3
2 h) lim |1 — =0
No existe, porque Dom f= 3 1|yno esta definida para X ke 3-2¢
3—x
valores que vayan a —ce. i) lim [ + oy 2]** e
X — +oo
d) lim (\/2x+ - \/2x—5)
x> i) lim (2x—1-Vax + ax+4) = —2
5 X = +oo
A+5>0=2x>—— k) lim (2x—1— Vax? + ax+ 4) = —co
5 \/
2X—5>0=>X>E I) lim XZ_-I:LZE
X = +oo 3x \/g 3
5
. I e
No existe, porque Dom f [2, )y no esta definida para L m : \/g
m) lim =
valores que vayan a —e. X = 3x \/5 3
e) lim (\/16x2+4x—4x>:+o<> n) lim (Vx> +x—= Vx> —x)/V2x=0
X — —oo X —> +oo
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puntos que se indican.

a) ) —x*+2x—1
X:
x—172+2
x3—x*—2x
b)f(x)—m
r1—3x
c) fix) = _:_1
X
\
4
Ix+ 11
d)foo=1 *7"
3—x
\

Limites de funciones en un punto

Halla los limites laterales de las siguientes funciones en los

six<O0

. enx=0y enx=3
six=0

enx=2

six<1
enx=0y enx=1
six=1

six=3
enx=—1yenx=3
six>3

Iirr?)+ fx)=3=134 Iing fix)

Xll_r)na fix) =6
b) L”_TJZ x(x(;Z_)()z();l- N _ (%)
XILn} fix) = —oo XIer;+ fix) = +oo = Xlanz fix) = oo
<) le— fix) = —oo le+ fx) = +oo = Xlim) fix) = oo
x“m* flx) = =2 )(|ILT11+ fx) = —2= X|ILT11 flx) = =2

d)lim _ fix)= =1 lim

x— =1 x— =1

+

fx)=1= Alim flx)

x— =1

lim fix)=1 lim fix) =—co= Alim f(x)
x—3t X—3

x—3"

e) lim

A\ I
i, (1)) -0 -() -+

Calcula los siguientes limites.

a) lim
)x~>71 1—x
3 2
X +x"—x—1
b) lim —————
x=1 X" —2x+1
c) lim ——
)x~>71 (x+1)3
5_ .3
d) lim 5
x—0 X
. x*—2x*-4x+8
e)lim —————
x— —2 X" —x—2
x2—x-2
f) lim

x—-2x>—2x*—4x+8

gl 23 —x?—2x+1
im

x—1/2
2

xi—
h) lim
x—>-2 2x +1
o XP—2x*+x
i) lim 5
x—0 X“+x
i) lim M
M X r2x 1
3
—x’+ 2x
k) lim ————
)Hs x3—2x*—3x
) i 4x%—1
im ———————
x—12 2x3+3x2 — 2x

6x3+3x%—3x

a) Iirrj1 E+x>=—x+1)/(1—x)]=1

b) lim <X3+X2——X—1>__
N A RN Sl St Sull
(PP —x—1 o1 X =21
lim, | —5————| =+
x—>1 X —2x+1

c) lim _ [B/x+17]=—co

)X%—f[ ( Y1 — lim 3/x+17° =
lim . [3/(x+1)3]= +oo Xt

x—-1T

dl 5__ 3/6:_,'_00
) lim [0 =x9/x] lim (x> = x%) /x® = o

lim, [6°—x*)/x]= —co =0
x—0
e) Iirrl2 [ — 2x* — 4x + 8)/(x* —x—2)]=0
) x*—x—2
f xhﬁlz’ (x3 —2x* — 4x + 8>_ -

lim X —x=2 +
| _— | =
x—-2" \x*—2x*—4x+8
2
X'—x—2
= oim | S | =
x>-2\X"—2x"—4x+8

g) Iirq/2 (2 —x*>—2x+ 1)/(6x> +3x*—3x)] = —1/3

h) lim  [(x*—9)/(2x+ 1)]=5/3

xX— =2

i) IimO x> — 2x2 + x)/(x* + x)] = 1

J) lim 14X 40/ + 20— 1] =8

) —x3+2x
kK ilm |5—5——|=+
x—>3"\x> —2x° — 3x

i < x>+ 2x )__
x-3t\x* —2x? — 3x
< —x*+2x ) B
x*—2x? —3x
)] Iin?/z [(4x* — 1)/(2x> + 3x> — 2x)] = 8/5

— lim

x—3

Calcula los siguientes limites en los puntos que se indican.
_1_
a) lim 2x*
xX—0
— _1_
b)lim2 **
xX—0
1
c) lim 2~
xX—0
1
d) lim 2 x
xX—0

1
e) Iim2 (2x+1/3)* 2

f) Iim1 2x+ 1)

a) lim 2" = 4o

x—0

b)lim 27 =0
X —0

clim 2™=0 )
X0 = lem0 2
lim, 2= 4o x>
>(~>OJr

— Alim27™

x—0

d)lim_ 27" = +m]
X“J:Tg+ 271/)(: 0
e) lim [2x+ (173)]"*? =0
) Jim_[2x + (173)] ]: Alim [2x + (1/3)]"* 2
||n';+ [2X+(—|/3)]1/(X72) = 4o x—0

f) |im1 @2x+ 1) =1

0. Limites y continuidad @



Hl Calcula los siguientes limites.

E¥l Calcula los siguientes limites.
] X3 —2x 2%+ 5
a)lim (—5——
x—>-1\x"—3x—1
-5

b) Iim2 (2x2+3x+ 1)«-27

2 )i (xz-i-4x+3)"’2
. _ c) lim |————
C)XILITL x2=1 X+1> X 1
x+1 x+1 2x+2);
d) lim -= d) lim <2
x—>1\x—1 X"—x x— -2 X
_(x+3  x+1 X2 1
e) lim - a)lim |5——— ===
x—-2\x+2 x>+2x xo-1 [ X =3x—1] 27
) 11 b) lim 2+ 3x+1)"* 2'=0
f) )l(IL‘nZ(X_Z X) X2 -
o lim X -i-4x+3]x2 .
i — = +oo
1 3x x> X+ 1
a) lim 1_ 3 1):+°° 1 :2 +2 |-+ 2
x—1 X — X — X -
d) lim_ ] =Ve
1 3x x=>-2 | X
lim - = —oo
Iy (x—1 x2—1) i
1 3x Asintotas
= lim - >= oo . - . T
x>1 \x—1 x"—1 . EEl Indica el dominio de las funciones de los ejercicios 18 y 19
3 x + 2 y calcula analiticamente las asintotas horizontales y verti-
b)XIi%nj1 (x 12 )= —oo cales de las funciones representadas, en caso de que las
tengan.
lim | ( i1 _Z)Z(tf):.;_w Ejercicio 18
oo X X J —x+2 x<0
 lim 3. x+2) a) f) =11/ 13 =0
x--1 \x+1 x*—1 . , . N
3 No tiene asintotas horizontales ni verticales.
o lim (21 o2 >:+w Dom = {x € R,x <013 (—x + 2} U
-1 \xT—=1 x+1 UXERX=0Ix+2=0}=
i T2 )_7 b) flx) = 2¢/(x* + 1)
oot =1 X+ ) lim f(x) = 2, asintota horizontal en y = 2.
2 X—> o0
= lim ( 1 X+ >= oo No tiene asintotas verticales.
X X Domf={x ERIx*+1+0}=
d) lim <X+ :: _ X2+ 1 ): 2 Ejercicio 19
x—=1 X — X — X —_—
x+3 x+1 @) fld = Vx* —1 - x
e)xll_) n - (x T2 x 2x> = —oo Xanlm fix) = 0, asintota horizontal por la derecha y = 0.
. X+ 3 x+1 ) No tiene asintotas verticales.
A kv 2 )T Domf=(xERIX*-1=0=R—(-1,1)
= im (x+37x+1>_ b) fx) = X/(x* + 1)
xo-2 \x+2 x>+ 2 lim f(x) = oo, asintota vertical en x = —1.
x——1
o ( 1 ) lim fix) = 0, asintota horizontal en y = 0.
im_ — | = — X —> oo
xo2 \x—2  x :"m( ! _l>:w Domf=xERIX*+1#0=R— {1}
x—=2\X— 2 X
lim < v l) = 4o Bl Determina la ecuacion de todas las asintotas de las siguien-
x>2" \x—2 X tes funciones.
2
x“—3
Bl Calcula los siguientes limites. a) f(x) = d) f(x) = <1
2 2
x>—4 x+2 2x 2x
- = b) fx)=—— e)fx)=—5————=
a)llm c)xllm27 ) f(x) @— X" ) f(x) —3x 12
2
X X
oo t2 o fx) = ——5—— f) f) =——
b) Ilm3 12 d) I|m _a 27+ 5 Vxt =1
I a) AVox=0,x=1,AH.:y=0
a) im x> — =2

b) AV:x=4,x=1,AH:y=0

b) lim Vi~ 9)/(4x—12)=V3/2= Ve/2 c) AH:y=1/2

o lim x+2)/\/m:0 d)AV.x=—-1,x=1,AH:y=x—1
x> 2 e) AVix=1,x=2,AH:y=2

d) lim X - e f) AVox=1,x 1', AH.:y = 1 cuando x tiende a +<o, €
o2tV x*—4 y = — 1 cuando x tiende a —oo.
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Continuidad de funciones

EH Considera la funcién:

o) = 2x + 2 six=0
X¥—3x+2 six>0
a) Dibuja la gréfica. b) Estudia la continuidad.
a) YA
0 X
b)n 3f0)=2

[ IE Iing fix)?

lim fix) =lim (2x+2) =2 }

x—0 x—0"

=3 limflx) =2
lim, ) = lim (¢ —3x +2) =2 x>0

x—0 x—0"
1 fl0)=Ilimflx) =2
x—0
Como ya podiamos apreciar en el gréfico, la funcion es
continua en x = 0.

La funcion f(x) presenta una discontinuidad evitable en
Xx =5, se evitaria imponiendo f(5) = 15.

2x+2
Hi Dadala funcion: fix) = ———5———
X' —x>—2x

a) Halla el limiteenx— —1,enx— 2yenx— 0.
b) Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades.

¢) Indica qué valor deberia tomar f(x) en x = —1 para evitar
la discontinuidad.

d) Indica sus asintotas.
e) Estudia su signo.

) 2x+2 o 2(x+ 1) 2
a)lenL x*+x3—2x2 le X x4+ Nx—2) 3
’ 2x+2
m 3 S 57 T
x—2 X —X —2X ) 2x + 2
lim 5=
2x+2 X X 2
xll—l;r;+x4_X3_2X2
2x+2

X'L"S X —x -2
b) y d) f(x) es continuaen R — {0, —1, 2}
Enx=0d.a.=x=0a.v.
Enx=2d.a.=x=2a.v.

Enx=—-1d.e.
Eny =0 a. h. puesto que lim f(x) = 0.
o) fi-1)=-273 o
e) X =X —-2=xX(—x—2)
=1 0 2
e 9F ar ar ar
X¥—x—2 + — - +
X¥—r-2¢ + - - a4
=1 2
x+x — + +
X¥—Y-2¢ + — +
u+2 _ _ +
X=x =2
Andlisis

Estudia la continuidad de la funcion:
—(x—1)%+3 six=2
fix) =1 1 si2<x<4
—-x+5 six=4
a) Represéntala.
b) Clasifica sus discontinuidades, si las tuviera.

Yﬂ

ACK 2 3 4 X
=91
Enx=21f2)=2
Iin} fix) =2 Iir‘r;+ fix)=1=134 Iim2 fix)
Enx=4,1f4)=1
Iinjr fix) =1 Iir‘rl+ fix) =1= Iim4 fix) =1

En x = 2, discontinuidad de salto.
Bl Dada la siguiente funcién:
2x+1 six=-2
fix) =4 Ix—1I si—2=x<2
((1—x)/x)—3six=2
Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades.
Dom f=R
En x < 2, fes continua por ser funciéon polindmica.

En —2 < x < 2 fes continua por ser valor absoluto de un poli-
nomio.

En x > 2 f es continua por ser una funcion racional continua
en R — {0}

f—2) = -3

|in:127 fix) = -3 |irT712+ fix)=3=14 |irT712 f(x)
fl2) = =7/2

Iin} fix) =1 IirT;+ fx)=—72=1324 Iirr; f(x)

Continuaen R —{—2, 2}
En x = —2y x = 2 discontinuidad de salto.

EEl Dada la siguiente funcién:

2x+1 .
six<0
fx) x+1
X:
xX*—2x—3
— six=0
X —

Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades.
Domf=R —{-1, 3}

Af(—1)

Iirprf(x) = +oo Iirpﬁf(x) = —o = Iim_1 fix) =
f0)=1

lim fix) =1 lim, fix) =1 = lim f(x) =
x—0 x—0 xX—0

2 f(3) (x=3)x+1)

limfix) =lm ——— =4

x—3 X—3 X 3

ContinuaenR —{—1,3} x=—-1,d.a.x=3,d.e.

0. Limites y continuidad @



1
M Estudia la continuidad de la funcién: f(x) = 22-x

Clasifica sus discontinuidades.

Domf=R — {2}
lim_f(x) = 2" = 2"~ = +oo
X2 ) Alim f(x)
lim, fix) =2 =2""=0 o2
X—2
enx=2,d.a.
M Dada la funcién:
x2+1 six=1
f(x){ax+3 six>1
Determina a para que la funcion sea continua en todo su
dominio.
1) =2
Iin?f o) =lim (2 +1) =2 Iin?+ fix) =lim(ax+3)=a+3
Igualando los limites laterales: 2 =a + 3= a = —1

¥ Dada la funcién:

3x+b .
six=0
x—1
4 .
fx)={ —— sio<x<1
X—2
X +1 .
six=1
ax

Determina a y b para la funcién sea continua en todo su

dominio.
fl0)= —b
. . 3x+b\ . . 4\
)<|I~>n(')L f(X) _lenOL ( x—1 > - bleng+ f(X) _len;J]+ (X — 2) - 2
Igualando los limites laterales: —b = =2 = b =2
2
1) =—
a
4 X+1) 2
lim fix) = lim_ ( > =—4 lim fx) = lim ( ) =—
x—>1 x=>1"\x—2 x—17T x—1" ax a
- 2 1
Igualando los limites laterales: —4 = P =a= —

Ejercicios de aplicacion

¥ En los seis primeros meses, desde que abri6, una libreria ha
ido anotando el nimero de compradores de cada mes. Este
numero N(x) se puede ajustar por la funcion
1000x — 600
x

N(x) =

Siendo x el numero del mes contado desde que abrid.

a) ;Cuantos compradores tuvo en el segundo mes? ;En
qué mes contado desde la apertura tuvo 900 compra-
dores?

b) Supongamos que esta formula sirve para predecir el nu-
mero de compradores en el futuro, ;podemos asegurar
que este numero siempre ira creciendo? Explica razona-
damente tu respuesta.

1000 - 2 — 600
a) N(2) = — 5

1000x — 600
==

= 700 compradores

900
pradores.

Xx = 6. En el sexto mes hay 900 com-

1000x — 600
b) Si calculamos lim ———

X = +oo X

= 1000

Como maximo, tendremos 1000 visitantes.

@ Andlisis

Tras un estudio demografico se ha determinado que el nu-
mero de habitantes de cierta poblaciéon en los préximos
anos, vendra dado por la funcién:

14750x + 3750

2x + 1

a) ;Cual es la poblacién actualmente? (afio x = 0)

Nx) =

b) ;Cual sera la poblacion dentro de dos afios?
c) (Y dentro de tres afios?

d) Si se supone que el comportamiento de la poblacion es
siempre el mismo, ;la poblacidn creceria indefinidamen-
te o, por el contrario, se estabilizaria? Y si asi fuera, ;en
qué valor?

a) 3750 habitantes

b) 6650 habitantes

¢) 6857 habitantes

d) Se estabilizard en el valor 7 375 habitantes.

8 En un cuadrado de lado 1, se unen los puntos medios de
los lados y se forma otro cuadrado, del cual se unen los
puntos medios de los lados y se forma otro cuadrado, y asi

sucesivamente. Calcula la suma de las areas de todos los
cuadrados asi formados.

Las areas forman una progresién geométrica decreciente, de
primer término, 1y de razén, 1/2.

Portantos = 1/1 —1/2=2

MM Representa graficamente funciones que cumplan las si-
guientes condiciones.

a) Domf=R —{2}, Recf=R,
,I('an fix) = +eo, Xllnjw fix) = —eo, Xlinl” fix) =0,
f0)=0, fix)<0six<0, f(x)>0six>0
b) Dom f=R, Recf=[—-1,0) U {2},
f1)=-1, XILnl fix) =2, XILnL fix) = -1,

lim f(x)=2, Iin‘+| fix) =0

c) Domf=R —{3}, Recf=R,
Iim3 f(x) =0, lim f(x) = +oo, lim f(x)=0
xX— X— —oo X—> +oo
d) Domf=R—{-2,3}, Recf=R,
lim f(x) =0, lim f(x) = +oo, Iim2 f(x) = +oo, Iim3 f(x) = o0
X—> +oo X— — X— +

e) Domf=R—{—1,1}, Recf=R,
Iin?f fix) = Iinlrf(x):o,

lim fix)=lim f(x)= +o
x—1t x— -1t

a) vA

S O 0 g
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Evaluacion (pagina 279)
1. Calcula los términos generales y la suma de los 15 primeros términos de las siguientes progresiones aritméticas.
1 3 5 4 2
1,4,7,10,... b) —8,—6,—4,-2,... —-1,=2 ... d ——-—-1,——, ...
a) ) ) >3 ) 373 3
1,15
a,+a 1+43 1 2 2
a) a,=3n-2 S5 = 12 5.15= 5 15=330 <) =N Sis= 5 15=60
-5
~8+20 1 ERE
b) b,=2n—10 Sis= 5 15=90 d) dn=§n—2 Sis= ———15=10

2. Calcula los términos generales y la suma de los 5 primeros términos en cada caso. Si se puede, calcula también la suma de todos
los términos de la progresion geométrica.

111 1 1 1 1
a) 1,2,4,8,... b) 1,——— ... ) ———————— ... d) 1,5,25,125,...
) ) 2'4"8 ) 3" 9" 27" 81 )
a- =1 1-2°—1
a) a,=2"" Sy =—" ( ): ( ):31
r—1 2-1

‘I 5
‘ 1'(<5>_1> i
1\"~
o b"_<3> S 1

= =1,9375 S= =2
2 3
_‘I ‘I 5
1\ 3 1
c) ¢, —(§> Ss= 1 = —0,4979 S= TS
3 3
1-(5°—1
d) d,=5""" 55=%=781

0. Limites y continuidad @



3.

5.

Los cuadrados de esta figura se han obtenido uniendo 2 a 2 los puntos medios de los lados consecutivos.
Calcula:

a) Eltérmino general de la sucesiéon que forman los lados.
b) Eltérmino general de la sucesién que forman las areas.
c) Lasuma de las areas de los infinitos cuadrados que se generan.

n—1
2
a) Lasucesion es una progresion geométrica de razén \/5/2. El término general es:a, =2 - (T)

\/5 2n—2 1\t 4 4

= 2= o — — o — — — _ —

b) b,=(a,) =4 ( 5 4 <2> c) S 1_l i 8
2 2

Mediante la definicion del nimero e elabora una tabla con el desarrollo de la sucesion, utilizando una hoja de célculo.
Construimos la tabla de la siguiente forma:

I En una fila horizontal anadimos los términos de la sucesion y en la siguiente fila, se introduce el valor de la sucesion haciendo refe-
rencia a la celda superior.

I Se arrastra hacia la derecha ambas filas para generar tantos términos como se quiera de la sucesion.
I A medida que crece el término, nos aproximamos al valor del nimero e.

Resuelve estos limites.

a) lim (V=3 = Vx*+5%) b) lim (Ve =3x—x) c) lim (¥ =3x=Vx"+6)
/X' — 3+ Vx*+5x¢ -5 -3 -
a) Iirrlx\/x4—3— Vx4 5x° = Iinlx(\/x4—3— \/x4+5x2)wx a i >

Vi3tV 15 M 3+ Ve toe . 2

S — ] — X =3x+x —3x -3
b) lim_ X2_3X_X_xlinlx( X =3x=x) )(2—3x-i-x_x|£goc X —3x+x 2
X =3x+Vx'+6 9 —6x°— 6
. oy _A/)A — i 2y AMA -z - < iy —
9 Jm X =3V e lim (6 -3V ) e e T s Ve T
Calcula los siguientes limites.
. [X¥—5x+6 _ [xX—5x+6
@ i'i“z(xz_4> b X'Lmz(xz_‘;)
al Iimx2—5x-i-6 Cim x—2)-(x—3) im(x—3) -1
x=2 X —4 =2 (x—2) (x+2) x-2x+2) 4
X —5x+6
| =+
b) lim X =5x+6 (20 x> X =4
om 4 0 ’ x2—5x+67_oo
X— =2 XZ_
Estudia la continuidad de estas funciones y clasifica sus puntos de discontinuidad.
x—1 X x—3 si x<3 X —4
a) f(X)—m b) f(X)—m c) f(x)i{x+1 si x=3 d) f(X)*n

a) La funcion es racional, por lo que es continua en todo su dominio. En este caso, como el denominador no se anula nunca, la fun-
cién no tiene puntos conflictivos. Asi pues, la funcién es continua Vx € R.

b) Esta funcidn es racional, continua en todo su dominio. En este caso, la funcion es continua Vx € R — {1}. La funcidn tiene una dis-

continuidad asintética en dicho punto ya que Iim1f(x) = 0,
X

c) Lafuncidn esta definida a trozos siendo cada uno un polinomio, asi que, habria que estudiar en la continuidad en los puntos de
union. En este caso, la funcién tiene una discontinuidad de salto finito para x = 3. Por tanto, es continua Vx € R — {3}.

d) La funcion es racional cuyo dominio son todos los nimero reales excepto el cuatro. En este caso, para x = 4 la funcién tiene una
discontinuidad asintética ya que limf(x) = o. Asi pues, f(x) es continua Vx € R — {4}.

X—4

Determina las asintotas de las siguientes funciones.

X =1 X x*—3x

a) fx)=—5— b) fx)=—— c) fX)=—5——
) o) =" ) o) =-—"— ) 0 ="5—
a) 1 Larectax =0 esuna asintota vertical ya que Iin}]f(x) =00, I Larectay =1 esuna asintota horizontal ya que lim f(x) = 1.
b) 1 Larectax =1 esuna asintota vertical ya que Iim]f(x) = oo, I No tiene una asintota horizontal ya que lim f(x) = .
X— X—®
fx
I Larectay=x+ 1esuna asintota oblicua ya que Iim1f(x) =0 I|rq(%> =1#0 Iim1(f(x) -x=1€R
X—= X X—>

c) & Larectax= —3esuna asintota vertical ya que Iimgf(x) =o0, 0 Larectay= 1 esuna asintota horizontal ya que lim f(x) = o,
X— — X—®
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